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Исследование колебаний физического маятника фракционным методом

В. Х. Кирилов, Н. П. Худенко, А. В. Витюк

Одеська нацiональна академiя харчових технологiй, Одеса, Україна

E-mail address : vladkir@renome-i.net, khudenkon@mail.ru, vityk.1969@ukr.net

Одной из важнейших проблем в инженерной практике являются процедуры приведения
исходных уравнений, моделирующих какой-либо объект или процесс, к простейшему виду.
Единая процедура приведения исходных уравнений к безразмерному виду, выделение
малого параметра и дальнейшее исследование упрощённых уравнений методом возмущений
называется факторным анализом ([1], [2]).

В качестве примера фракционного анализа рассмотрим нелинейные колебания
физического маятника (ϕ(t) - угловое отклонение маятника от вертикали)

ϕ̈+ k2sinϕ = 0, (1)

с начальными условиями: при t = 0, ϕ = ϕ0, ϕ̇ = 0.
Вводятся безразмерные переменные ϕ1 = ϕ

ϕ0
, t1 = t

T , где T = 2π
k -период линейных

колебаний. Приведем (1) к безразмерному виду и разложим sinϕ в степенной ряд. Если
ввести малый параметр ε =

4π2ϕ2
0

3! � 1, то уравнение (1) запишется в виде:

ϕ̈1 + 4π2ϕ1 − εϕ3
1 = 0. (2)

По методу возмущений решение (2) ищем в форме

ϕ1(t1) = ϕ0
1(t1) + εϕ1

1(t1)

p2 = 4π2 + εc.

В результате получим систему дифференциальных уравнений для последовательных
приближений

ϕ̈0
1 + p2ϕ0

1 = 0, (3)

ϕ̈1
1 + p2ϕ1

1 = cϕ0
1 + (ϕ0

1)
3, (4)

с начальными условиями: ϕ0
1(0) = 1, ϕ̇0

1(0) = 0, ϕ1
1(0) = 0, ϕ̇1

1(0) = 0. В результате
приближённое решение задачи (1) в размерной форме имеет вид:

ϕ(t) = ϕ0

[
cosωt+

1

192

ϕ2
0

(1− 0, 5π2ϕ2
0)

(
cosωt− cos3ωt

)]
,

где ω = kp
2π = k

√
1− 1

2π
2ϕ2

0, т.е. частота колебаний зависит от начальных условий.
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