




1. Вступ

Розвиток будь-якого процесу, будь-якого фiзичного явища е ре
зультат компромiсу мiж силою, що обумовлюе саму можливiсть протi
кання процесу (явища), i силою опору, що перешкоджае змiнi стану тiла 
або системи. Так, наприклад, рушiйною силою руху газiв е градiент тис
ку в його об'емi i початковий запас кiнетично1 енергil в raзi, а силою 
опору - сипи внутрiшнього тертя газу i сили опору твердих поверхонь, 
що розташованi в об'емi газу, або його обмежують. Оскiпьки на подо
лання сил опору витрачаеться енергiя середовища, то цi сипи назива
ються дисипативним механiзмом (дисипацiя - розсiювання). Очевидно, 
що процес, що мае дисипативний механiзм, е процесом затухаючим. В 
протилежнiсть цьому рушiйну силу називають дисперсiйним механiз
мом. Дисперсiйнi процеси не затухають в npocmopi i в часi. 

Для математичного опису сукупно1 дii' цих механiзмiв викорис
товуються диференцiальнi рiвняння у частинних похiдних, i фiзичний 
змiст цих рiвнянь е i:x першою важливою характеристикою. Другою 
важливою характеристикою диференцiального рiвняння е його пiнiй
нiсть або нелiнiйнiсть. В бiльшостi випадкiв диференцiальнi рiвняння, 
що мають вiдношення до теплофiзичних процесiв, е нелiнiйними. 
Строге аналiтичне розв'язання допускають тiльки лiнiйнi диференцiа
льнi рiвняння у частинних похiдних, оскiльки теорi1 нелiнiйних рiв
нянь досi не iснуе (е пише якiсна теорiя нелiнiйних рiвнянь). Нелiнiйнi 
диференцiальнi рiвняння у частинних похiдних розв'язуються набли
:женими аналiтичними або чисельними методами, проте i в цьому ви
падку вих.iдними для розв'язання е лiнеаризованi рiвняння у частинних 
похiдних, тому вивчення властивостей пiнiйних диференцiальних рiв
нянь у частинних похiдних е дуже важливим. 

1.1. Класифiкацiя диференцiальних рiвнянь другого порядку 

Рiвняння, що зв'язуе невiдому функцiю, незалежнi змiннi 
х, у, z, t i частиннi похiднi вiд невiдомоi' функцii', називаеться дифере-

нцiальним рiвнш1ня1и у частинних похiдних. Найбiльш загальне рiвнян
ня в частинних похiдних другого порядку з двома незалежними змiн
ними х, у може бути записано у виглядi
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Диференцiальне рiвняння у частинних похiдних називаеться 
квазiлiнiйним, якщо воно лiнiйне вiдносно всiх старших похiдних вiд 
невiдомоi' функцii'. Так, наприклад, рiвняння 
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е квазiлiнiйним рiвнянням другого порядку. Рiвняння у частинних похi
дних називаегься лiнiйним, якщо воно лiнiйне вiд1юсно невiдомо'i функ
цil i П частинних похiдних. Так, наприклад, рiвняння 
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е лiнiйним рiвнянням другого порядку вiдносно невiдомоi· функцii 
u(x, у). Тут u(x, у) - будь-який параметр с:.-тану тiла або системи (те-

мпература Т , швидкiсть руху v i так далi), х 
- просторова координата,

а пiд у розумiсrься або друга просторова координата, а5о час t . У зага-

льному випадку коефiцiенти А, В, С, D, Е, F е: функцiями змiнних 

х, у. При сталих коефiцiе:нтах це рiвняння називаеться лiнiйним дифе

ренцiальним рiвнянням у частинних похiднuх iз сталuми коефiцiснтами. 
Розв 'язком рiвняння в частинних похiдних називаеться будь-яка 

функцiя, пiдстановка якоi" в рiвняння замiсть невiдомоj' функцii' i П час
тинних похiдних обертае це рiвняння в тотожнiсть по незалежних 
змiнних. 

Залежно вiд величин коефiцiентiв при старших похiдних дифе
ренцiального рiвняння у частинних похiдних другого порядку niдроз
дiляються на три типи, що розрiзняються по фiзичному змiсту i мате
матичним властивостям: 

• гiперболiчне

• параболiчне

• епiптичне 

В2 -4АС > О,

В2 -4АС=О,

В2 -4АС <0. 
Канонiчна форма рiвнянь вiдповiдного типу ма€ вигляд: 

• riперболiчне

• параболiчне

• елiптичне
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Рiвняння (l.1) описуе коливальнi i хвильовi процеси. Воно е ос
новним диференцiальним рiвнянням акустики, оптики i електродина
мiки змiнних полiв. Рiвняння (1.2) описуе процеси вирiвнювання: теп
лопровiднiсть (вирiвнювання температури), дифузiю (вирiвнювання 
щiльностi або концентрацii' речовини), внутрiшне тертя (вирiвнювання 
iмпульсiв) i так далi Рiвняння (1.3) описуе рiвноважнi стани (потенцiал 
поля тяжiння або потенцiали електричних i магнiтних полiв з джере

лами щiльнiстю р ). Це рiвняння називаеться рiвнянням Пуассона.
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