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Secondary school students’ misconceptions about linear algebra
Nilgun Aygor

(Department of Mathematics, Yildiz Technical University)
E-mail: nilgunaygor@gmail.com

Hulya Burhanzade
(Department of Mathematics, Yildiz Technical University)

E-mail: hulyaburhanzade@hotmail.com

Abstract

In this study, the difficulties that students have experienced in learning linear algebra, an abstract
scientific discipline of mathematics, have been researched. These difficulties, which started in secondary
education, are also reflected in the university. It was investigated where troubles originate and what
needs to be done to reduce them, in order to prevent these difficulties. For this purpose, an answer
was sought in the question "Misconceptions and proposed of solutions in linear algebra at secondary
education level". This research was conducted on 43 students studying at a secondary school. The
students were asked six questions in total: five written and one oral. The collected data were analysed
by researchers jointly. It has been revealed where the students made misconceptions. Some suggestions
have been made to minimize these misconceptions. It was determined that the students made less
misconceptions, when the concepts were explained. Findings and results will be shared detailed in the
presentation.
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Semitopological graph inverse semigroups
Serhii Bardyla

(Ivan Franko National University of Lviv)
E-mail: sbardyla@yahoo.com

Halyna Kvasnytsia
(Ivan Franko National University of Lviv)
E-mail: halyna.kvasnytsya@lnu.edu.ua

We investigate locally compact semitopological graph inverse semigroups and obtain the following
result:

Theorem 1. Let E be a strongly connected directed graph which contains a finite amount of vertices.
Then a Hausdorff locally compact semitopological graph inverse semigroup G(E) over graph E is either
compact or discrete.

The above result generalizes results of Gutik [2] and Bardyla [1] who proved the above dichotomy
for locally compact semitopological polycyclic monoids P1 and Pλ, respectively.

The following theorem characterizes graph inverse semigroup which admit compact Hausdorff semi-
group topology.

Theorem 2. Let G(E) be a compact semitopological semigroup. Then the following conditions are
equivalent:

(1) G(E) is a topological inverse semigroup;
(1) the set Ie = {u ∈ Path(E) | r(u) = e} is finite for each vertex e;
(1) each D-class is finite in G(E);
(1) G(E) does not contain isomorphic copies of the bicyclic monoid and an infinite semigroup of

X×X-matrix units.

Also we construct (in canonical way) the coarsest Hausdorff inverse semigroup topology τmin on each
graph inverse semigroup G(E). Moreover, the following theorem holds:

Theorem 3. For each directed graph E topological semigroup (G(E), τmin) embeds into the polycyclic
monoid (P|G(E)|, τmin).
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On inequalities of generalized elliptic integrals
Barkat Ali Bhayo

(Department of mathematics, Sukkur IBA University, Pakistan)
E-mail: barkat.bhayo@iba-suk.edu.pk

As an application of the eigenfunctions sinp, 1 < p < ∞ of so-called one-dimensional p-Laplacian
[3], we introduce new generalized elliptic integrals Kp, Ep of the first and the second kind, respectively,
and establish two-sided inequalities. As well as, we estimate above and below the perimeter P =∫ πp/2

0
p
√

1− rp sinp(t)pdt = 4aEp(r) of generalized p-ellipse whose parametric equations are x = a(1−
sinp(t)

p)1/p and y = b sinp(t) for 0 < t < 2πp = 4arcsinp(1).
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A criss-cross model of tuberculosis for heterogenous population
Mariusz Bodzioch

(Faculty of Mathematics and Computer Science, University of Warmia and Mazury in Olsztyn,
Poland)

E-mail: mariusz.bodzioch@matman.uwm.edu.pl

Marcin Choiński
(Faculty of Mathematics, Informatics and Mechanics, University of Warsaw, Poland)

E-mail: m.choinski@mimuw.edu.pl

Urszula Foryś
(Faculty of Mathematics, Informatics and Mechanics, University of Warsaw, Poland)

E-mail: urszula@mimuw.edu.pl

Currently, tuberculosis (TB) is the second, after AIDS, the most common reason of deaths in the
world. The World Health Organization estimates that one-third of the whole world’s population is
currently infected (reservoir of the infection). In 2017 the World Health Organization (WHO) reported
1.4 million deaths related to TB and 10.4 million incident cases worldwide. For any infectious disease
we can distinguish three most important parameters defining the epidemiology of the disease: (i) the
lifetime risks, (ii) the incubation period, (iii) the serial interval reflecting how fast a given person is
likely to infect others. For TB, the derivation of these measures is complicated, as clinical disease
may follow the initial infection soon or many years later, either through exogenous reinfection or after
endogenous reactivation. Unfortunately, neither the incubation period nor the lifetime risk of TB have
been measured directly. It is assumed that the lifetime risk of developing clinical TB following the
infection is approximately 10%. It is also known that homelessness increases the risk of contracting
TB by several times. Because of that, this problem should be considered at all possible levels.

The first models describing the dynamics of TB epidemics were proposed in the 1960s. Studies of
epidemic models that incorporate disease causing death and varying total population have become one
of the important areas in the mathematical theory of epidemics. Since the mid-1990s they have been
used extensively to describe the epidemiology of the disease, to evaluate the impact of cost-effectiveness
of interventions, and to identify strategies for disease control.

The main idea of our work is to subdivide the total population into two subpopulations with varied
risk of developing TB and then to build a simple criss-cross model describing the disease dynamics.
The community of homeless people is a natural reservoir of TB and the disease may be transmitted
from this subpopulation to the general population. Thus, we consider heterogenous population of non-
homeless and homeless individuals to better describe and understand the disease dynamics. We have
investigated the existence and stability conditions for stationary states of the system. Bifurcations
diagrams have been also considered. The model is based on the ideas presented in [1, 2]. In our model,
however, the Malthusian properties do not appear.

From the practical point of view, models considered by us can be used to understand the transmission
behaviors of the disease and to forecast the disease trends, which can help to implement more preventive
interventions in TB control among the “high” risk of developing TB subpopulations.
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Foliations with leaves of non-positive curvature and bounded total
curvature on closed 3-manifolds

Dmitry V. Bolotov
(B. Verkin ILTPE of NASU, 47 Nauky Ave., Kharkiv, 61103, Ukraine )

E-mail: bolotov@ilt.kharkov.ua

Let (M, g) be a complete non-compact surface equipped with a smooth riemannian metric. The
total curvature ofM is the improper integral

∫
M Kdµ of the Gaussian curvature K with respect to the

volume element dµ of (M, g). It is said that M admits total curvature if for any compact exhaustion
Ωi of M , the limit

lim
i→+∞

∫
Ωi

Kdµ =

∫
M
Kdµ, (1)

exists. In [1] Cohn-Vossen proved that
∫
M Kdµ ≤ 2πχ(M), where χ(M) is the Euler characteristic of

M . Huber in [2] states that if ∫
M
K− <∞, (2)

where K− = max{−K, 0}, then
∫
M Kdµ exists andM is homeomorphic to a compact Riemann surface

with finitely many punctures, i.e. M has a finite topology. Hartman in [3] under the assumption (2)
proved that the area of a geodesic ball of radius r at a fixed point must grow at most quadratically
in r. Note also that Li proved in [4] that if M has at most quadratic area growth, finite topology and
the Gaussian curvature of M is either non-positive or non-negative near infinity of each end, then M
must have finite total curvature.

The following theorem describes a topological structure of riemannian 3-Manifolds admitting codi-
mension one C2-foliations F with leaves which have both non-positive curvature and bounded total
curvature in the induced riemannian metric.

Theorem 1. Let F be a transversaly orientable C2-foliation of a closed orientable riemannian 3-
Manifold M . Suppose, that the leaves of F have non-positive curvature and admit a finite total curva-
ture in the induced riemannian metric. Then the following holds:

(1) M is aspherical;
(2) F is a foliation almost without holonomy;
(3) At least one of the following holds:

(a) F is a surface bundle over the circle with the fiber genus g ≥ 1 ;
(b) M is divided by a finite set of compact surfaces {Ki}, which are homeomorphic to torus

T 2, into pieces {Aj}, which are fibered over the circle. This division defines a graph G of
fundamental groups π1(Aj) and π1(Ki), where vertexes of G correspond to the {Aj} and
edges of G correspond to the tori {Ki} and the fundamental group π1(M) is isomorphic to
a fundamental group of the graph G;

(4) F is a flat foliation (i.e. all leaves of F are flat) iff M is either torical bundle or torical
semi-bundle.

Conversely, letM be such as described in (3) above. ThenM admits a riemannian metric and transver-
saly orientable foliation with leaves of non-positive curvature and finite total curvature in the induced
metric.
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Algebraic and geometric questions about a 6D physics
Enzo Bonacci

(Liceo Scientifico “G.B. Grassi”, Latina, Italy)
E-mail: enzo.bonacci@liceograssilatina.org

The puzzling observation of a whirling plane of satellite galaxies around Centaurus A [5] opens to
cosmological hypotheses alternative to the Λ-CDM model, such as the 6D spacetime proposed more
than ten years ago ([1, 2, 3]) and reinforced by new data from the Hubble Space Telescope revealing that
the universe is expanding faster than expected [6]. Assuming a three-dimensional time, the geometric
and algebraic analysis of the temporal distortions around a structureless rotating sphere would lead
to an elegant explanation of both the galaxy-scale planar alignment of orbiting bodies (radial time)
and the Universe’s increasing expansion rate (angular time). We mean that the effects attributed to
two alleged dark entities (matter and energy) could find a unitary explanation within the germinal 3T
theory [4] we wish to illustrate now.
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Mukai-Fourier Transform in Derived Categories to Solutions of the
Field Equations: Gravitational Waves as Oscillations in the

Space-Time Curvature/Spin IV

Prof. Dr. Francisco Bulnes
(Research Department of Mathematics and Engineering, TESCHA, Chalco, Mexico)

E-mail: francisco.bulnes@tesch.edu.mx.

Key words: Clasical limit conjeture, derived deformed categories, Fourier-Mukai equivalence, Hecke
functors, Higgs Bundel, Hamiltonian variety, Langlands correspondence, Mukai-Furier transform.

UDC:511 512 514.7 515.1 517 517.9
2010 AMS Classification: 53D37; 11R39; 14D24; 83C60; 11S15.
Starting of fact that the Mukai-Fourier transform is an equivalence of derive categories(with arbitrary

decorations: +,−,b), is feasible construct a Fourier-Mukai equivalence given for

DCoh(T∨A) ∼= DCoh(A∨ ×H)

, where exist a distinguished deformation of the category DCoh(T∨A), which is a non-commutative
deformation of T∨A, defined by a natural symplectic form, that is their quatization [1].

Then T∨o A, results a 1-parameter deformation Ab, of the space A∨ ×H, to an affine bundle over
A∨, classified by H1(A∨;O⊗H). Then the Fourier-Mukai equivalence relative to the projection T∨o A,
deforms an equivalence between the deformed categories DCohDA −mod, and DCoh(A)b.

Then we use the deformed version of the Mukai-Fourier transform that results on DA− modules and
we characterize to A, as a Picard variety of C, 1, where C, is a curve. Then a Hecke functor is definid
as the integral transform

Φ1 : DCoh(Pic(C),D)→ DCoh(C × Pic(C),D),

to D-modules on LBun. But using the classical limit conjeture is had the equivalence through of the
interpretation of Higgs sheaves, given in the category DCoh(LHiggs0,O), which can be extended to the
corresponding Langlands correspondence c, of the quantum sheaves given by c = quantBun◦Φ◦quant−1

C ,
where Φ, is the Fourier-Mukai transform that we want. Then we have as integral the integral transforms
composition [2] c ◦ Φµ =L Φµ, which is solution to the field equation Isomdh = 0, where h, are the
cotangent vector (Higgs fields).

Then by superposing of these states, considering the field corresponding ramifications(connections),
we have

H = H0(ωc)⊕H0(ω⊗2
C )⊕ · · · ⊕H0(ω⊗nC ),

which has their re-interpretation as the curvature energy expressed through the H-states which can be
written using the superposing principle to each connection ω⊗jC , (with C, a curve) that describes the
corresponding dilaton (photon or gauge particle).

Likewise, in a Hamiltonian densities space [3] we have the Figure 1, considering a Hitchin base. In
the case of a spinor representation the corresponding H-states can be given as spinor waves (Figure 2)
which can be consigned in oscillations in the space-time-curvature/spin, to a microscopic deformation
measured [4] in H.

1In a physical context (could be taken M = Pic(C), where M, is the space-time), this represent a trace of particles in
the symplectic geometry that can be characterized in a Hamiltonian manifold.
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Figure 1 Figure 2
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A study on the teaching methods in determinants
Hulya Burhanzade

(Department of Mathematics, Yildiz Technical University)
E-mail: hulyaburhanzade@hotmail.com

Nilgun Aygor
(Department of Mathematics, Yildiz Technical University)

E-mail: nilgunaygor@gmail.com

Abstract

This research was conducted with the participation of 82 engineering students. Students were asked
to find the determinant values of the matrices given in concrete and abstract form. The results were
evaluated on the basis of the answers given by the students to the questions. The methods students
preferred when answering questions were investigated. In addition, the rates of success were determined
according to question types. The study was a qualitative in nature. The obtained data were analysed
by the researchers. It has been seen that engineering students are more successful in concrete examples
than abstract examples. The fact that the matrices are given in an abstract and concrete form has
caused the students to use different approaches. Considering these results, it was determined what
should be taken into consideration while teaching determinants. Findings and results will be shared
detailed in the presentation.
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Order continuity properties of lattice ordered algebras
Damla Yaman

(Yildiz Technical University, Mathematics Department, Istanbul, TURKEY)
E-mail: dyaman@yildiz.edu.tr

First, we give some fundamental notions.

Definition 1. A linear ordering of a real linear space X is an ordering satisfying these conditions:
(1) x ≤ y implies x+ z ≤ y + z, for all x, y, z in X,
(2) x ≤ y, λ ≥ 0 implies λx ≤ λy.

Definition 2. An ordered linear space is a linear space with a linear ordering. Let A be an algebra
with the unit e and A+ be positive cone of A. For elements x, y of A x ≤ y means x − y ∈ A+. A is
an ordered linear space with this ordering.

Definition 3. If xy ≥ 0 whenever x ≥ 0, y ≥ 0, then A is called an ordered algebra. If A is a Banach
algebra with a closed cone A+, then A is called an ordered Banach algebra.

Definition 4. If A is a real vector lattice and is associative but not necessarily commutative or unital
algebra such that the multiplication and the partial ordering in A are compatible, i.e. x, y ∈ A+ ⇒
xy ∈ A+, then A is called a lattice-ordered algebra(l−algebra).

Definition 5. An l−algebra is called
(1) a d−algebra whenever the multiplications by positive elements are lattice (Riesz) homomor-

phisms of A, that is, (x ∨ y)z = xz ∨ yz and z(x ∨ y) = zx ∨ zy for all x, y ∈ A, z ∈ A+.
(2) an almost f−algebra if x ∧ y = 0 implies xy = 0.
(3) an f−algebra if x ∧ y = 0 implies xz ∧ y = zx ∧ y = 0 for all z ∈ A+.

In this work, we mainly deal with lattice ordered algebras such as f−algebras, d−algebras and
almost f−algebras and their properties.
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Problem on non-overlapping polycylindrical domains with poles on
the boundary of a polydisk

Iryna Denega
(Institute of mathematics of the NAS of Ukraine, Department of complex analysis and potential

theory, Tereschenkivska 3, Kiev-4, 01004, Ukraine)
E-mail: iradenega@gmail.com

The goal of the present work is the study of the problem of a product of powers of the generalized
conformal radii of polycylindrical nonoverlapping domains with poles on the boundary of a polydisk.
The spatial analogs of a number of known results concerning the nonoverlapping domains on a plane
were obtained in [1], where a generalization of the notion of inner radius was given. Namely, the notion
of harmonic radius of the spatial domain B ⊂ Rn relative to some internal point was introduced. Work
[1] was the essential break-through in the consideration of nonoverlapping domains in the spatial case.
Then, work [2] advanced an approach that allowed the transfer of some results known in the case of
a complex plane onto Cn. At the same time, the problems of nonoverlapping domains in the case of
a complex plane represent a sufficiently well-developed trend of the geometric theory of functions of
complex variable (see, e.g., [1–6]).

Let N, R and C be the sets of natural, real, and complex numbers, respectively, and R+ = (0,∞).
Let C be a Riemann sphere (extended complex plane). It is well known that Cn = (C× C× . . .× C︸ ︷︷ ︸

n−times

),

n ∈ N. Cn = (C× C× . . .× C)︸ ︷︷ ︸
n−times

is a compactification of the space Cn (see, e.g., [3, 4, 5]), where

the set of infinitely remote points has the complex dimension n − 1. Let [D]n (Cartesian degree of a
domain D ∈ C) denote the Cartesian product D ×D × . . .×D︸ ︷︷ ︸

n−times

, and let [d]n (Cartesian degree of a

point d ∈ C) denote the point with Cn, which have the coordinates (d, ..., d)︸ ︷︷ ︸
n−times

. It is clear that C1 = C,

C1
= C. The topology in Cn is introduced like in a Cartesian product of topological spaces. In this

topology, Cn is compact (see [3, 4, 5]).
The domain B = B1 × B2 × . . . × Bn ⊂ Cn, where each domain Bk ⊂ C, k = 1, n, is called a

polycylindrical domain in Cn (see [3]). The domains Bk, k = 1, n, are called coordinate domains of
the domain B.

Let r(B, a) be inner radius of the domain B ⊂ C with respect to the point a ∈ B. The generalized
inner radius of the polycylindrical domain B relative to the point A = (a1, a2, . . . , an) ∈ B, ak ∈ Bk,
k = 1, n, is

R(B,A) :=

(
n∏
k=1

r(Bk, ak)

) 1
n

,

where the quantities r(Bk, ak), k = 1, n, mean the inner radii of the coordinate domains Bk relative to
ak.

Let Un = [U ]n, where U = {z ∈ C : |z| < 1} (unit disk in the complex plane C). By Γn we denote
the skeleton of the polydisk Un i.e., the set of points A = (a1, a2, . . . , an) ⊂ Cn, |as| = 1, s = 1, n.

The system {Bk}mk=1

(
Bk = B

(k)
1 × . . .×B(k)

n , k = 1,m
)
is called a system of nonoverlapping poly-

cylindrical domains, if, for every fixed p0, p0 = 1, n, the system of domains
{
B

(k)
p0

}
, k = 1,m, is a

system of nonoverlapping domains on C.
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Let m ∈ N, m > 2. The system of points ∆m := {ak}mk=1, ak ∈ C, is called m-radial, if |ak| ∈ R+

for k = 1,m, 0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg am < 2π.

The system of points {Ak}mk=1

(
Ak =

(
a

(k)
1 , a

(k)
2 , . . . , a

(k)
n

)
∈ Cn, k = 1,m

)
, is called radial in the

space Cn, if, for every fixed p0 the sequence
{
a

(k)
p0

}
, k = 1,m, is an m-radial system of points on the

corresponding complex plane C.
We will consider radial systems of points in the space Cn of the form

{Ak}mk=1 , Ak =
(
a

(k)
1 , a

(k)
2 , . . . , a(k)

n

)
∈ Cn, k = 1,m, a(1)

p0
> 0, p0 = 1, n,

arg a(k)
p0

< arg a(k+1)
p0

, k = 1,m− 1, arg a(m)
p0

< 2π. (1)
We introduce the following notations

α(1)
p0

:=
1

π

(
arg a(2)

p0
− arg a(1)

p0

)
, α(2)

p0
:=

1

π

(
arg a(3)

p0
− arg a(2)

p0

)
, . . . , α(m)

p0
:=

1

π

(
2π − arg a(m)

p0

)
.

Let
Fδ(x) = 2x

2+6 · xx2+2−2δ · (2− x)−
1
2

(2−x)2
(2 + x)−

1
2

(2+x)2
,

x ∈ (0, 2], δ ∈ [0, 1], Fδ(x) ⊂ C.
Then the following proposition is valid.

Theorem 1. [6] Let m,n ∈ N, m > 7, γ ∈ (0, γ0], γ0 = 3
√
m and δ ∈ [0; 0, 7]. Then, for any radial

system of points of the form (1) {Ak}mk=1 =
{
a

(k)
p

}m
k=1
∈ Cn, p = 1, n, such that Ak ∈ Γn, k = 1,m,

and for any collection of nonoverlapping polycylindrical domains Bk, Ak ∈ Bk ⊂ Cn, k = 0,m,
A0 ∈ B0 ⊂ Cn, the following inequality holds

Rγ(B0,A0)
m∏
k=1

R(Bk,Ak) 6 γ−
δ·m

2 ·

 m∏
k=1

n∏
p=1

α(k)
p

 δ
n

·
[
Fδ

(
2

m

√
γ

)]m
2

.

One of the extreme systems is the system

{Bk}mk=0 =
{

[B
(0)
0 ]n, [B

(0)
1 ]n, [B

(0)
2 ]n, . . . , [B(0)

m ]n
}
,

{Ak}mk=0 =
{

[0]n ,
[
b
(0)
1

]n
,
[
b
(0)
2

]n
, . . . ,

[
b(0)
m

]n}
,

where the domains B(0)
k and the points b(0)

k , k = 1,m, are, respectively, the circular domains and the
poles of the quadratic differential

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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The notion of Stieltjes string was introduced in [1, Supplement II]. Like in [1] we suppose the string
to be a thread, i. e. a string of zero density, bearing a finite number of point masses. Assume that the
string consists of two parts, which are joined at one end and free to move in the direction orthogonal to
the equlibrium position of the string at the other end. Starting indexing from the free ends, nj masses
m

(j)
k > 0 , k = 1, ...nj , are positioned on the j-th part, j = 1, 2, which divide the j-th part into nj + 1

substrings, denoted by l(j)k > 0, k = 0, ...nj , again starting indexing from the free end. In particular,
l
(j)
0 is the distance on the j-th part between the free endpoint and m(j)

1 , l(j)1 for k = 1, ..., nj − 1 is the
distance between m(j)

k and m(j)
k+1, and l

(j)
nj is the distance on the j-th thread between the joined end

point and m(j)
nj . The tension of the thread is assumed to be equal to 1.

Considering small transverse vibrations of such string like in [2, p.55] we obtain the following spectral
problem

u
(j)
k − u

(j)
k+1

l
(j)
k

+
u

(j)
k − u

(j)
k−1

l
(j)
k−1

−m(j)
k zu

(j)
k = 0 (k = 1, 2, ..., nj , j = 1, 2), (1)

u
(1)
n1+1 = u

(2)
n2+1, (2)

2∑
j=1

u
(j)
nj − u

(j)
nj+1

l
(j)
nj

= 0, (3)

u
(j)
0 = u

(j)
1 , j = 1, 2. (4)

where u(j)
k is the amplitude of vibrations of the massm(j)

k , z is the spectral parameter. Also we consider
following two problems for the parts of the string:

u
(j)
k − u

(j)
k+1

l
(j)
k

+
u

(j)
k − u

(j)
k−1

l
(j)
k−1

−m(j)
k zu

(j)
k = 0 (k = 1, 2, ..., nj), (5)

u
(j)
0 = u

(j)
1 , (6)

u
(j)
nj+1 = 0. (7)

We denote by {µk}nk=1 where n = n1 + n2 the spectrum of problem (1)–(4) , and by {ν(j)
k }

nj
k=1,

j = 1, 2 the spectra of problems (5)–(7). Let {ξk}nk=1 = {ν(1)
k }

n1
k=1 ∪ {ν

(2)
k }

n2
k=1 be indexed such that

ξk ≤ ξk+1.
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Location of the spectra is described by

Theorem 1.The sequences {µk}nk=1 and {ξk}nk=1 interlace as follows:
1) 0 = µ1 < ξ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ ξn;
2) µk = ξk−1 if and only if µk = ξk;
3) the multiplicity of ξk does not exceed 2.

The corresponding inverse problem lies in finding the masses {m(j)
k }

nj
k=1 and subintervals {l(j)k }

nj
k=1

(j = 1, 2) using the three spectra, i.e. spectra of problems (1)–(4), (5)–(7) with j = 1 and (5)–(7) with
j = 2.

Theorem 2.Let mj > 0 (j = 1, 2) be given together with the numbers
{µk}nk=1, {ν

(1)
k }

n1
k=1 and {ν(2)

k }
n2−1
k=1 (µk < µk′ , ν

(j)
k < ν

(j)
k′ for k < k′) {ξk}n−1

k=1 = {ν(1)
k }

n1
k=1

⋃
{ν(2)
k }

n2−1
k=1

which satisfy the following conditions:

0 = µ1 < ξ1 < µ2 < ξ2 < ... < ξn−1 < µn.

Then there exists a unique collection of sequences of positive numbers {{m(j)
k }

nj
k=1,

(j = 1, 2), {l(j)k }
nj
k=1 (j = 1, 2)} such that

nj∑
k=1

m
(j)
k = mj, {µk}nk=1 is the spectrum of problem

(1)–(4), {ν(1)
k }

n1
k=1 is the spectrum of problem (5)–(7) with j = 1, {ν(2)

k }
n2−1
k=1 is a sequence of eigenvalues

(a part of the spectrum) of problem (5)–(7) with j = 2.

The method of recovering {{m(j)
k }

nj
k=1, (j = 1, 2), {l(j)k }

nj
k=1 (j = 1, 2)} is similar to that in [3]

(see also [2], p. 222).
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On the existence of a global diffeomorphism between Fréchet spaces
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We provide sufficient conditions for the existence of a global diffeomorphism between tame Fréchet
spaces. We prove a version of Mountain Pass theorem which plays a key ingredient in the proof of the
main theorem. We apply differentiability in the sense of Micheal and Bastiani.

Theorem 1 (The Mountain Pass Theorem). Let F be a Fréchet space and φ : F :→ R a C1- functional
satisfying the Palais-Smale condition. Assume f ∈ F satisfies infn∈N ‖ f ‖n> r > 0 for a real number
r and the geometric condition infp∈S(0,r) I(p) > max{γ(0), γ(f)} = a, where S(0, r) is a sphere of the
radius r. Then φ has a critical value c = a which can be characterized as

c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

φ(γ(t)).

Where Γ = {γ ∈ C([0, 1];F ) : γ(0) = 0, γ(1) = f ∈ F}.

Let E and F be tame Fréchet spaces and τ : E → F a smooth tame map. Assume that a c1-
functional ι(x) is such that it and and its derivative ι′(y) are zero if and only if x and y are zero. In
addition, we suppose that the derivative τ ′(e)f = k has a unique solution f = ν(e)k for all e ∈ E and
all k, and the family of inverses ν : E × F → E is a smooth tame map.

Theorem 2. Assume that a smooth tame map τ : E → F and a C1-functional ι on F are as above.
If the following conditions hold

C1: for any f ∈ F the functional  : E → R given by

(e) = ι(τ(e)− f)

satisfies the Palais-Smale condition;
C2: there exist positive real numbers a, b and c such that for f in the disk D(0, a)

ι(f) = cαb where α = sup
n∈N
‖ f ‖n . (1)

Then τ is a diffeomorphism.
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Class groups of rings with divisor theory, L-functions and moduli
spaces
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The study of class groups of rings and corresponding schemes ts an actual scientific problem (see
[1, 2] and references therein). For regular local rings, according to the Auslander-Buchsbaum theorem,
the (divisors) class group is trivial. But in most interesting cases the group is nontrivial. The Heegner
approach, together with the results of Weber, Birch, Baker and Stark, makes it possible to calculate
and even parametrize rings with a given (small) class number in some cases. Let R be a commutative
ring with identity for which there exists the theory of divisors [2]. The order of the class group is
calculated on the basis of the use of L-functions. We investigate one of the aspects of this problem,
consisting in finding the moduli spaces of elliptic curves defined over the rings R with the given class
number.

Problem 1. To investigate the case of elliptic curves over rings of integers of quadratic fields (rings
of integers O of quadratic algebraic extensions k of the field of rational numbers Q) with a small class
number, see [2].

We present an elementary introduction to this problem and give the moduli spaces as trivial bundles
over affine part of the groups of rational points of some elliptic curves over the ring of integers Z. Below
we present parameter spaces and moduli for class number one and two. Let

E : y2 = x3 + ax+ b, Disc(E) = 4a3 + 27b2, Disc(E) 6= 0, (*)
be an elliptic curve over the ring O . Let A1 be the affine part of the group of rational points over Z
of the Heegner elliptic curve y2 = 2x(x3 + 1). With results by Heegner, Deuring, Birch, Baker, Stark,
Kenku, Abrashkin, we deduce

Proposition 2. Let O be the ring of integers of the imaginary quadratic field with class number one.
Then the parameter space of elliptic curves of the form (*) is the trivial bundle

(O ×O/(Disc(E) = 0))×A1.

Proposition 3. Let k be the imaginary quadratic field with class number one. Then the moduli space
of elliptic curves of the form (*) is the trivial bundle

k ×A1.

Let A2 be the affine part of the group of rational points over Z of the elliptic curve X3 +3X = −Y 2,
let A3 be the affine part of the group for the elliptic curve X3 − 3X = 2Y 2, and A4 respectively for
9X4 − 1 = 2Y 2.

Proposition 4. Let O be the ring of integers of the imaginary quadratic field with class number two.
Then the parameter spaces of elliptic curves of the form (*), without an exceptional case, are trivial
bundles

(O ×O/(Disc(E) = 0))×A2, (O ×O/(Disc(E) = 0))×A3, (O ×O/(Disc(E) = 0))×A4.

Proposition 5. Let k be the imaginary quadratic field with class number two. Then the moduli spaces
of elliptic curves of the form (*), without an exceptional case, are the trivial bundles

k ×A2, k ×A3, k ×A4.



20

In the article [3] the main object of the investigation is the L−function of the family of superelliptic
curves over K = Fq(t) and their models E → P1 . In the article [4] authors investigate some aspects
of the problem in the framework of the theory of Heegner-Stark (Darmon) and Darmon-like points in
elliptic curves E over Q of conductor N with a prime p such that N = pDM, where D is the product
of even (possible zero) distinct primes and (D,M) = 1, and develop the (co)homological techniques
for effective construction of the quaternionic Darmon points on E(Kp), where Kp is the p−adic upper
half plane. If there is enough time, we plan to discuss the possible extension of the research in these
directions [3, 4].
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b-bimorphisms
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Let X be an Archimedean vector lattice. X∼ denotes the order dual of X and X∼∼ denotes the
order bidual of X. By (X∼)∼n we denote the order continuous bidual of X . The canonical mapping
σ of X into X∼∼ is defined by σ(x)(f) = f(x) = x∼(f) for all f ∈ X∼.Here, x∼ defines an order
continuous algebraic lattice homomorphism on X∼ and canonical image σ(X) of X is a subalgebra of
(X∼)∼n .The band generated by σ(X) is order dense in the order continuous bidual (X∼)∼n of X.

Definition 1. Let X be an Archimedean vector lattice. A bilinear mapping T : X ×X → X is called
a b-bimorphism if x ∧ y = 0 and x ∧ z = 0 in X imply x ∧ T (y, z) = 0.

Every biorthomorphism is a b-bimorphism by the definition.

Theorem 2. Let X be an Archimedean vector lattice. If T : X ×X → X is a b-bimorphism, then the
triadjoint of T , T ′′′ : (X∼)∼n × (X∼)∼n → (X∼)∼n is a b-bimorphism.

As a result of this study, we obtain that if A is a b-algebra, then the order continuous bidual of A
is a b-algebra. Also, as a special case, the following result is presented, [7]

Corollary 3. If a b-algebra A has positive squares , then the order bidual of A is a b-algebra.

References

[1] C.D. Aliprantis, Owen Burkinshaw. Positive Operators. New York: Academic Press, 1985.
[2] R.Arens, The adjoint of bilinear operations,Proc.Amer.Math.Soc.2(1951),839-848.
[3] K.Boulabair, W.Brahmi,Multiplicative structure of biorthomorphisms and embedding of orthomorphisms,Indagationes

Math. 27 (2016),786-798.
[4] G.Buskes,R.Page Jr,R.Yilmaz,A note on biorthomorphisms,Vector Measures, Integration and Related Topics, Oper-

ator Theory Advances and Applications, Vol.201(2009),99-107.
[5] C.B.Huijsmans, B.de Pagter, The order bidual of lattice ordered algebras, J.Funct.Anal.59(1984),41-64.
[6] M.A.Toumi, The triadjoint of an orthosymmetric bimorphism,Czeshoslovak Math.J.,60(135)(2010),85-94.
[7] B.Turan, M.Aslantas, Archimedean l-algebras with multiplication closed bands, Indagationes Math.Vol.25,2(2014),588-

595.
[8] R.Yilmaz, The Arens triadjoints of some bilinear maps, Filomat,28:5(2014),963-979.



22

On the second regularized trace formula for a differential operator
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Let H be an infinite dimensional separable Hilbert space. Let denote the inner product and the
norm in H by (.,.) and ‖.‖, respectively and denote the set of all kernel operators from H to H by
σ1(H). Let H1 = L2([0, π];H) be the set of all strongly measurable functions f defined on [0, π] with
their values in H such that for every g ∈ H the scalar function (f(x), g) is measurable in the interval
[0, π] and ∫ π

0
‖f(x)‖2dx <∞.

In H1 = L2([0, π];H) we consider the operators

L = L0 +Q, L0 = y
′v

+Ay

with the same boundary conditions y′(0) = y
′
(π) = y

′′′
(0) = y

′′′
(π) = 0 . Here the operator

A : D(A) → H is a densely defined on H such that A = A∗ ≥ I, A−1 ∈ σ∞(H) where I is identity
operator on H, A∗ is the adjoint operator of A and σ∞(H) is the set of all compact operators from H
to H. And, Q(x) is an operator function satisfying the following conditions:

(a) Q(x) : H → H is a self-adjoint operator for every x ∈ [0, π].
(b) Q(x) is weakly measurable in the interval [0, π] and for every f, g ∈ H, the scalar function

(Q(x)f, g) is measurable on [0, π].
(c) The function ‖Q(x)‖ is bounded on [0, π].

Let γ1 ≤ γ2 ≤ · · · ≤ γn ≤ . . . be the eigenvalues of the operator A and ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, . . . be the
orthonormal eigenvectors corresponding to these eigenvalues. Here, each eigenvalue is represented as
many times as its multiplicity. Moreover, let the eigenvalues of the operator L0 and L be µ1 ≤ µ2 ≤
· · · ≤ µn ≤ . . . and λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn ≤ . . . , respectively.

Lemma 1. If γj ∼ a.jα (a > 0, α <∞) as j →∞ then the asymptotic formula

λn, µn ∼ dn
4α

4+α as n→∞ (1)

holds where d is a constant.

Let R0
λ = (L0 − λI)−1, Rλ = (L− λI)−1 be the resolvents of the operators L0 and L , respectively.

By the well known equality

Rλ = R0
λ −RλQR

0
λ (λ ∈ ρ(L) ∩ ρ(L0))

we have:

Lemma 2.
np∑
q=1

(λq
2 − µq2 ) =

s∑
j=1

Mpj +M (s)
p

where

Mpj =
(−1)j

πij

∫
|λ|=bp

λ tr[(QR0
λ)
j
]dλ (j = 1, 2, . . . ) (2)
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M (s)
p =

(−1)s

2πi

∫
|λ|=bp

λ2tr[Rλ(QR0
λ)
s+1

]dλ. (3)

Theorem 3. If the operator function Q(x) satisfies the conditions (a), (b), (c) and γj ∼ ajα (a >

0, α > 8
7(3 +

√
2)) as j →∞ then ,

lim
p→∞

Mpj = 0 (j = 2, 3, 4, . . . ).

Theorem 4. If the operator function Q(x) satisfies the following conditions
i) Q(x) has weak derative of the 8-th order in the interval [0, π] and the function

(Q(8)(x)u, v) is continuos for every u, v ∈ H .
ii) For every x ∈ [0, π], Q(i)(x) : H → H (i = 0, 1, ..., 8) are self-adjoint operators.
iii) For every x ∈ [0, π], Q(8)(x), AQ(2i)(x) ∈ σ1(H) (i = 0, 1, ..., 8) and the functions ‖Q(8)(x)‖ σ1(H),
‖AQ(2i)(x)‖ σ1(H) (i = 0, 1, ..., 8) are bounded and measurable in the interval [0, π] .

and if γj ∼ ajα (a > 0, α > 8
7(3 +

√
2)) as j →∞ then the formula

lim
p→∞

np∑
q=1

[λq
2 − µq2 − 2

π
µq

∫ π

0
(Q(x)ϕjq , ϕjq)dx]

=
1

2
[trAQ(0) + trAQ(π)] +

1

32
[trQ(4)(0) + trQ(4)(π)]− 1

π

∫ π

0
trAQ(x)dx (4)

is satisfied. Here j1, j2, . . . are natural numbers.
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i ik pril Mahaçkala 3: 154-161, 1976.

[4] Gohberg IC, Krein MG, Introduction to the Theory of Linear Non-self Adjoint Operators, volume 18 of Translation
of Mathematical Monographs. (AMS, Providence, RI), 1969.

[5] E. Gül, A regularized trace formula for differential operator of second order with unbounded operator coefficients
given in a finite interval, International Journal of Pure and Applied Mathematics 32(2): 225-244, 2006.

[6] E. Gül, On the regularized trace of a second order differential operator, Applied Mathematics and Computation 198:
471-480, 2008.



24
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In the paper [1] the general Lie-algebraic approach to constructing the Lax-Sato integrable heavenly
type systems has been developed. It is based on the classical Adler-Kostant-Symes (AKS) theory
and R-operator structures related with the loop Lie algebra d̃iff(Tn) of the vector fields on the n-
dimensional torus Tn and adjacent Lie algebra diffhol(C × Tn) ⊂ diff(C × Tn) of the holomorphic
in the “spectral” parameter λ ∈ S1

± vector fields on C × Tn. A generalization of this Lie-algebraic
scheme, related with the loop Lie algebra d̃iff(T1|N ) of superconformal vector fields on the 1|N -
dimensional supertorus T1|N ' S1 × ΛN1 , where Λ := Λ0 ⊕ Λ1 is an infinite-dimensional Grassmann
algebra over C ⊂ Λ0, has been proposed in [2] for n = 1 and applied to construct the Lax-Sato
integrable superanalogs of the Mikhalev-Pavlov heavenly equation for every N ∈ N \ {4; 5}. In our
report the Lax-Sato integrable superanalogs of the Liouville heavenly type equations are obtained by
use the loop Lie algebra d̃iff(T1|N

C ) of the superconformal vector fields on T1|N
C ' T1

C×ΛN1 as a result
of some diffeomorphic mapping in the space of variables (z, ϑ) ∈ T1|N

C , where ϑ := (ϑ1, . . . , ϑN )>,
ϑi ∈ Λ1, i = 1, N .

At first one introduces the superderivatives Dϑi := ∂/∂ϑi + ϑi∂/∂z, z ∈ T1
C, ϑi ∈ Λ1, i = 1, N, in

the superspace Λ0 × ΛN1 . The loop Lie algebra d̃iff(T1|N
C ) are formed by the superconformal vector

fields such as ã := a∂/∂z+ < Da,D > /2, where D := (Dϑ1 , Dϑ2 , · · · , DϑN )>, ϑ := (ϑ1, . . . , ϑN )>,
a ∈ C∞(T1|N

C ; Λ0), with the commutator

[ã, b̃] := c̃ = c∂/∂z+ < Dc,D > /2, c = a∂b/∂z − b∂a/∂z+ < Da,Db > /2,

This loop Lie algebra d̃iff(T1|N
C ) allows the splitting d̃iff(T1|N

C ) = d̃iff(T1|N
C )+⊕ d̃iff(T1|N

C )−. Here
the Lie subalgebras d̃iff(T1|N

C )± are assumed to be formed by the vector fields ã(z) on T1|N
C , being

holomorphic in z ∈ S1
± ⊂ C respectively, where ã(∞) = 0 for any ã(z) ∈ d̃iff(T1|N

C )−.
The nontrivial Casimir invariant h(py) ∈ I(d̃iff(T1|N

C )∗) on a dense subspace d̃iff(T1|N
C )∗ ' Λ1(T1

C)

of the dual space through the pairing (l̃, ã) := resλ∈C
∫
S1 z
−1dz

∫
ΛN1

(la)dNϑ, l̃ := ldz ∈ d̃iff(T1|N
C )∗,

satisfies the relationship

(l(∇h(py)(l))2)z −Nl((∇h(py)(l))2)z/4 = (−1)N < Dl,D(∇h(py)(l))2 > /4, (1)

where ∇h(py)(l̃) := ∇h(py)(l)∂/∂z+ < D∇h(py)(l), D > /2. If the corresponding gradient has the
asymptotic expansion ∇h(py)(l) '

∑
j≤r Vjz

j , where py = r and Vj ∈ C2(R2 × ΛN1 ; Λ0), j ∈ Z, j ≤ r,
r ∈ Z+, are some functional parameters, as |z| → ∞, we can construct the Hamiltonian flow

dl/dy = −lz∇h
(py)
+ (l)− (4−N)l(∇h(py)

+ (l))z/2 + (−1)N < Dl,D∇h(py)
+ (l) > /2 (2)

in the framework of the classical AKS-theory. The constant Casimir invariant h(pt) ∈ I(d̃iff(T1|N
C )∗)

generates the trivial flow
dl/dt = 0. (3)
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The compatibility condition of these two flows for all y, t ∈ R is equivalent to the following system of
two a priori compatible linear vector field equations

∂ψ/∂y + V ∂ψ/∂z+ < DV,Dψ > /2 = 0, ∂ψ/∂t = 0, (4)

where ∇h(py)
+ (l) := V , V = V (y, t, ϑ; z) =

∑
0≤j≤r Vjz

j , and ∇h(pt)(l) = 0, for a smooth function
ψ ∈ C2(R2 × ΛN1 ; Λ0). In this case we have the evolutions

dz/dy = V− < θ,DV > /2, dϑ/dy = (DV )/2, dz/dt = 0, dθ/dt = 0. (5)

Under the diffeomorphic mapping z 7→ z − κ− < θ, η >:= λ and ϑ 7→ ϑ+ η := ϑ̃, η := (η1, . . . , ηN )>,
ϑ̃ := (ϑ̃1, . . . , ϑ̃N )>, on T1|N

C , generated by the functions κ := κ(y, t) ∈ C3(R2; Λ0) and η := η(y, t) ∈
C3(R2; ΛN1 ), the equations (4) are rewritten as

∂ψ/∂y +W∂ψ/∂λ+ < D̃W, D̃ψ > /2 = 0, ∂ψ/∂t− U∂ψ/∂λ− < D̃U, D̃ψ > /2 = 0, (6)

where W := W (y, t, ϑ̃;λ) =
∑

0≤j≤rWjλ
j , U := U(y, t, ϑ̃), D̃ := (Dϑ1 , Dϑ2 , . . . , DϑN )> and Dϑ̃i

:=

∂/∂ϑ̃i + ϑ̃i∂/∂λ, i = 1, N . Taking into account the evolutions (5) and

dλ/dy = W− < θ̃, D̃W > /2, dϑ̃/dy = (D̃W )/2, dλ/dt = −U+ < θ̃, D̃U > /2, dϑ̃/dt = −(D̃U)/2,

one obtains the function W such as W = Ṽ+ < η, D̃Ṽ > −∂κ/∂y+ < η, ∂η/∂y >, where Ṽ :=

Ṽ (y, t, ϑ̃;λ) = V (y, t, ϑ; z)|z=λ+κ+<θ,η>, ϑ=ϑ̃−η. Futhermore, the superderivatives transform by the
rules Dϑi = Dϑ̃i

− 2ηi∂/∂λ, i = 1, N , and the functions κ and η obey the relationships ∂κ/∂t− <

η, ∂η/∂t >= U , ∂η/∂t = −(D̃U)/2.
If W2 := 1 and U := 1/2 exp ϕ, ϕ := ϕ(y, t, ϑ), the compatibility condition for the first order

partial differential equations (6) leads to the Lax-Sato integrable superanalogs of Liouville heavenly
type equations [3]

ϕyt = exp ϕ−
∑N

i=1
(∂ϕy/∂ϑ̃i)(∂ exp ϕ/∂ϑ̃i)/4, W0 := 1, (7)

ϕyt − ϕtt = exp ϕ−
∑N

i=1
(∂(ϕy − ϕt)/∂ϑ̃i)(∂ exp ϕ/∂ϑ̃i)/4, W0 := −1/2 exp ϕ. (8)

Because of the relationship (1) the element l̃ ∈ d̃iff(T1|N
C )∗ can be found explicitly. For example, in

the case of r = 2 and N = 1 it has the following form

l̃(y, t, ϑ1; z) = (z−4(ϑ1(1− 2v1z
−1 + (3v2

1 − 2v0)z−2) + β1/2 + (β0/4− 9β1v1/8)z−1))dz, (9)

where V2 := 1 and Vj := vj + ϑ1βj , j = 0, 1. Thus, one can formulate the following proposition.

Proposition 1. For all N ∈ N the super-Liouville heavenly type equations (7) and (8) possess the Lax-
Sato vector field representations (6), being equivalent to the commutability condition of two Hamiltonian
flows (2) and (3) on d̃iff(T1|N

C )∗. In the case of N = 1 the equations (7) and (8) are put into the
AKS-scheme for the loop Lie algebra d̃iff(T1|N

C ) with the element l̃ ∈ d̃iff(T1|N
C )∗ in the form (9).
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In a natural topological sense a typical linear nonhomogeneous
differential equation in the ring Z[[x]] has no solutions from Z[[x]].
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Let Z[[x]] be a ring of formal power series with integer coefficients. On Z[[x]] we consider the
topology of coefficientwise convergence (see [1], Ch.1, section 0.4). Let b ∈ Z, b 6= 0 and f ∈ Z[[x]].
The following implicit linear nonhomogeneous differential equation

by
′
+ f(x) = y (1)

is considered.
If f(x) is a polynomial with integer coefficients, then the equation (1) has a unique solution as a

polynomial with integer coefficients. If f ∈ Z[[x]] is a nontrivial formal power series, then this equation
can has no solutions in the ring Z[[x]]. For example, the equation y′ + 1 + x + x2 + . . . = y has no a
solution as a formal power series with integer coefficients.

We denote by M the set of all formal power series f ∈ Z[[x]] for which the equation (1) has a
solution in the ring Z[[x]].

The next main result is obtained

Theorem 1. M is an uncountable dense submodule in the ring Z[[x]]. Moreover, Z[[x]] \M , i.e. the
set of those elements in the ring Z[[x]] for which the equation (1) has no solutions from Z[[x]], is a
dense set of the class Gδ.
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Using our previous results, we show an explicit construction of the Carleman matrix for matrix
factorisations of the Helmholtz equation in an unbounded planar domain. This allows one to get a
formula for a regularized solution of the Cauchy problem with data on the finite part of the boundary.

It is known that the Cauchy problem for elliptic equations is unstable relatively small change in the
data, i.e., is incorrect (Hadamard’s example). In unstable problems the image of the operator is not
closed, therefore the solvability condition can not be written in terms of continuous linear functionals.
Thus, in the Cauchy problem for elliptic equations with data on a part of the boundary of the region,
the solution is usually unique, the problem is solvable for an everywhere dense set of data, but this set
not closed. Consequently, the theory of solvability of such problems is essentially It is more difficult
and deeper than the theory of solvability of the Fredholm equations [8].

In this paper we construct a family of vector-functions Uσ(δ)(x) = U(x, fδ) depending on a parameter
σ and it is proved that, under certain conditions and a special choice of the parameter σ = σ(δ); as
δ → 0, the family Uσ(δ)(x) converges in the usual sense to a solution U(x) at the point x ∈ G.

Following A.N. Tikhonov [5], a family of vector-functions Uσ(δ)(x) is called a regularized solution
of the problem. A regularized solution determines a stable method of approximate solution of the
problem. For special domains, the problem of extending bounded analytic functions in the case when
the data is specified exactly on a part of the boundary was considered by Carleman [1]. The researches
of T. Carleman were continued by G.M. Goluzin and V.I. Krylov [4]. A multidimensional analogue of
Carleman’s formula for analytic functions of several variables was constructed in [3]. The use of the
classical Green’s formula for constructing a regularized solution of the Cauchy problem for the Laplace
equation was proposed by Academician M.M. Lavrent’ev [2], in his famous monograph. Extending
Lavrent’ev idea, Yarmukhamedov constructed the Carleman function for the Cauchy problem for the
Laplace equation ([6]-[7]). The Cauchy problem for the multidimensional Lame system is considered
by O.I. Makhmudov and I.E. Niyozov [9]. The construction of the Carleman matrix for elliptic systems
was carried out by Sh. Yarmukhamedov, N.N. Tarkhanov, O.I. Makhmudov, I.E. Niyozov and others.

In many well-posed problems for a system of equations of elliptic type of the first order with constant
coefficients, the factorizing operator of Helmholtz, the calculation of the value of the vector function
on the whole boundary is inaccessible. Therefore, the problem of reconstructing, solving a system
of equations of elliptic type of the first order with constant coefficients, the factorizing operator of
Helmholtz, is one of the topical problems in the theory of differential equations ([10]-[12]).
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Quaternions, which are non-commutative but associative, have a great importance in terms of rep-
resentation of physical systems and mathematical problems in a different way [1, 2]. Many subfields
of physics such as electromagnetism, gravitation, magnetohydrodynamics, plasma physics, acoustic,
quantum mechanics can be dealt with quaternions. In this work, electromagnetic equations have been
studied for macroscopic environments with quaternions forming the generalization of complex numbers
in four dimensions. Polarized and magnetized media are great importance for these environments, and
there are linearities both electric and magnetic induction fields, respectively [3, 4]. Here, as shown in
the notation of tensor, the relation between field and source expressions has been written in a short,
different and simple form [5] by defining quaternion induction fields. In addition, electromagnetic
energy conservation with induction fields [6] has been derived for the first time by using quaternion
algebra under some approaches.

Acknowledgement: This work has been supported by Dumlupınar University Scientific Research
Project, which has Project number DPU-SRP 2017-39.
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An extension of Möbius–Lie geometry with conformal ensembles of
cycles

Vladimir V. Kisil
(School of Mathematics, University of Leeds, Leeds LS2 9JT, England)

E-mail: kisilv@maths.leeds.ac.uk

Lie sphere geometry in the simplest planar setup unifies circles, lines and points—all together called
cycles in this setup [8]. Symmetries of Lie spheres geometry include (but are not limited to) fractional
linear transformations (FLT) of the form:(

a b
c d

)
: x 7→ ax+ b

cx+ d
, where det

(
a b
c d

)
6= 0. (1)

There is a natural set of FLT-invariant geometric relations between cycles (to be orthogonal, to be
tangent, etc.) and the restriction of Lie sphere geometry to invariants of FLT is called Möbius–Lie
geometry. Thus, an ensemble of cycles, structured by a set of such relations, will be mapped by FLT
to another ensemble with the same structure.

It is convenient to deals with cycles through Fillmore–Springer–Cnops construction (FSCc) which
also has a long history, see [8, § 4.2]. Compared to a plain analytical treatment [3, Ch. 3], FSCc
is much more efficient and conceptually coherent in dealing with FLT-invariant properties of cycles.
For example, the inner product 〈C1, C2〉 of cycles C1 and C2 is equal to zero if and only if cycles are
orthogonal, Other properties, e.g. tangency, has a natural presentation as well, see [8, Ch. 4–5] and
[9].

It was shown recently that ensembles of cycles with certain FLT-invariant relations provide helpful
parametrisations of new objects as follows.

Example 1. (1) The Poincaré extension of Möbius transformations from the real line to the upper
half-plane of complex numbers is described by a triple of cycles {C1, C2, C3} such that:
(a) C1 and C2 are orthogonal to the real line;
(b) 〈C1, C2〉

2 ≤ 〈C1, C1〉 〈C2, C2〉;
(c) C3 is orthogonal to any cycle in the triple including itself.
A modification [10] with ensembles of four cycles describes an extension from the real line to
the upper half-plane of complex, dual or double numbers. The construction can be generalised
to arbitrary dimensions.

(2) A parametrisation of loxodromes is provided by a triple of cycles {C1, C2, C3} such that [12]:
(a) C1 is orthogonal to C2 and C3;
(b) 〈C2, C3〉

2 ≥ 〈C2, C2〉 〈C3, C3〉.
Then, main invariant properties of Möbius–Lie geometry, e.g. tangency of loxodromes, can be
expressed in terms of this parametrisation [12].

(3) A continued fraction is described by an infinite ensemble of cycles (Ck) such that [2]:
(a) All Ck are touching the real line (i.e. are horocycles);
(b) (C1) is a horizontal line passing through (0, 1);
(c) Ck+1 is tangent to Ck for all k > 1.
This setup was extended in [10] to several similar ensembles. The key analytic properties
of continued fractions—their convergence—can be linked to asymptotic behaviour of such an
infinite ensemble [2].

(4) An important example of an infinite ensemble is provided by the representation of an arbitrary
wave as the envelope of a continuous family of spherical waves. A finite subset of spheres can
be used as an approximation to the infinite family. Then, discrete snapshots of time evolution
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of sphere wave packets represent a FLT-covariant ensemble of cycles. This and further physical
applications of FLT-invariant ensembles may be looked at [5].

Definition 2. The extend Möbius–Lie geometry considers ensembles of cycles interconnected through
FLT-invariant relations.

Naturally, “old” objects—cycles—are represented by simplest one-element ensembles without any
relation. The paper [9] provides conceptual foundations of such extension and demonstrates its practical
implementation as a CPP library figure1. Interestingly, the development of this library shaped the
general approach, which leads to specific realisations in [11, 10, 12].

More specifically, the library figure manipulates ensembles of cycles (quadrics) interrelated by
certain FLT-invariant geometric conditions. The code is build on top of the previous library cycle [7,
8, 6], which manipulates individual cycles within the GiNaC [1] computer algebra system. Thinking
an ensemble as a graph, one can say that the library cycle deals with individual vertices (cycles),
while figure considers edges (relations between pairs of cycles) and the whole graph. Intuitively, an
interaction with the library figure reminds compass-and-straightedge constructions, where new lines
or circles are added to a drawing one-by-one through relations to already presented objects (the line
through two points, the intersection point or the circle with given centre and a point).

It is important that both libraries are capable to work in spaces of any dimensionality and metrics
with an arbitrary signatures: Euclidean, Minkowski and even degenerate. Parameters of objects can
be symbolic or numeric, the latter admit calculations with exact or approximate arithmetic. Drawing
routines work with any (elliptic, parabolic or hyperbolic) metric in two dimensions and the euclidean
metric in three dimensions.
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The classic experiments ([2],[3]) of David Hubel and Torsten Weisel published in 1959 (Gross Horwitz
Prize, 1975, and Nobel Prize,1981) gave us understanding how neurons extract information about
light cast on the retina. They investigated how neurons in the primary visual cortex respond when
they moved a bright contour in retina. They noticed that neurons react only if the line passed a
particular place of retina and with a certain orientation. Moreover, "sometimes a moving spot gave
more activation for one direction than for the opposite",([3]).

Geometrically this result could be formulated in the following way. Assume that the retina is a
2-dimensional manifold M. Then for a given point of retina a ∈M "simple" neurons detect the point
and an oriented line in the tangent plane, p ⊂ TaM.Moreover, they constitute a "hypercolumn", which
allows to detect any oriented line p ⊂ TaM at each point a ∈M.

Oriented lines in tangent (or cotangent) planes to M (we’ll work with cotangent planes) form so-
called spherization of the cotangent bundle

S (M) = (T∗M r 0) /R+

-the classical 3-dimensional contact manifold.
It is also known, that the simple neurons operate as filters (see [1], [4] for more details) on optic

signal which could be considered as convolution with the Gaussian or Gabor filters. This means that,
in addition to the contact structure, we have metric structure on M , (cf. [1]).

We consider the case of spherical geometry, M = S2 and G = SO (3,R) - the special orthogonal
group of rigid motions of the sphere.

Let S2 be riemann sphere equipped with stereographic coordinates (x, y) given by the stereographic
projection and the Fubini -Study metric

g =
4

(1 + x2 + y2)2

(
dx2 + dy2

)
.

The Hamiltonian lift of Lie algebra so3R, which is the symmetry Lie algebra of metric g, to S(M)
is generated by the following vector fields:(

1 + x2 − y2
)
∂x + 2xy∂y + 2y∂u, 2xy∂y +

(
1− x2 + y2

)
∂y − 2x∂u, x∂y − y∂x + ∂u

in the standard canonical coordinates on S(M).
The action of Lie group SO3 (R) on S(M) is free and transitive, and therefore we expect two

independent 1-st order differential invariants for oriented distributions.
The standard Liouville 1-form gives us normed differential form on S(M)

ω1 =
2

1 + x2 + y2
(cosu dx+ sinu dy)

and SO3 (R)-invariant orthonormal coframe 〈ω1, ω2〉 on S(M) where

ω2 =
2

1 + x2 + y2
(− sinu dx+ cosu dy) .
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The structure equations
d̂ω1 = J1ω1 ∧ ω2, d̂ω2 = J2ω1 ∧ ω2

give us two differential so3(R)-invariants of the 1-st order:

J1 =
1 + x2 + y2

2
(ux cosu+ uy sinu) + (y cosu− x sinu) ,

J2 =
1 + x2 + y2

2
(−ux sinu+ uy cosu)− (y sinu+ x cosu) .

The frame dual to coframe 〈ω1, ω2〉 provides us with two so3(R)-invariant derivations

∇1 =
1 + x2 + y2

2

(
cosu

d

dx
+ sinu

d

dy

)
, ∇2 =

1 + x2 + y2

2

(
− sinu

d

dx
+ cosu

d

dy

)
,

with the following the syzygy relation for so3(R)-invariants of oriented distributions has the form
J21 − J12 = J2

1 + J2
2 + 1, where Jij = ∇i (Jj).

Taking invariant derivatives ∇i (Jj) we get basic differential invariants Jij of the second order in the
form:

J11 =
1

2
(A cos 2u+B sin 2u) +

uxx + uyy
2

(
1 + x2 + y2

)2
4

,

J12 =
1

2
(B cos 2u−A sin 2u)−

u2
x + u2

y

2

(
1 + x2 + y2

)2
4

+
1 + x2 + y2

2
(xuy − yux − 1) ,

J22 = −1

2
(A cos 2u+B sin 2u) +

uxx + uyy
2

(
1 + x2 + y2

)2
4

,

where

A =

(
1 + x2 + y2

)2
4

(uxx − uyy + 2uxuy) , B =

(
1 + x2 + y2

)2
4

(
2uxy − u2

x + u2
y

)
.

The following theorem describes the structure of differential so3(R)-invariants of oriented distribu-
tions.

Theorem 1. (1) Differential so3(R)-invariants of oriented distributions on the unit sphere are gen-
erated by basic differential invariants J1, J2 and invariant derivations ∇1, ∇2, subjected to syzygy
relation i.e. any so3(R)-differential invariant is a rational function of invariants ∇µ (J1) and ∇µ (J2).

(2) In a neighborhood of regular point SO3 (R)-orbit of oriented distribution on the unit sphere is
uniquely defined by invariants J11, J12, J22 as functions in J1, J2 .
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Vakhtang Lomadze
(Mathematics Department of I. Javakhishvili Tbilisi State University, Georgia)

E-mail: vakhtang.lomadze@tsu.ge

Let I be an interval of real axis, and let L(I) be the space of all locally integrable functions defined
on I. Assuming (without loss of generality) that the interval contains 0, for every locally integrable
function u ∈ L(I), let J(u) denote the (absolutely) continuous function defined by

J(u)(x) =

∫ x

0
u(α)dα, x ∈ I.

The integral operator J : L(I)→ L(I) is injective, but not bijective (of course).
Define the Mikusinski space M(I) to be the inductive limit of the sequence

L(I)
J→ L(I)

J→ L(I)
J→ L(I)

J→ · · · .
Call its elements Mikusinski functions. By the very definition, a Mikusinski function is represented
by a pair (u,m), where u ∈ L(I) and m ∈ Z+. Two such pairs (u,m) and (v, n) represent the same
Mikusinski function if and only if

Jnu = Jmv.

Remark. In fact, our Mikusinski functions constitute a very small portion of Mikusinski’s operators
defined in [1].

Obviously, the map u 7→ (u, 0) is injective. This permits us to make the identification

u = (u, 0).

We extend the integration operator J to Mikusinski functions by setting

J(u,m) = (Ju,m).

Define the differentiation operator D : M(I)→M(I) by

D(u,m) = (u,m+ 1).

Notice that
DJ = id and JD = id.

So, both of the operators J : M(I) → M(I) and D : M(I) → M(I) are bijective, and are inverse to
each other.

The iterated derivatives of constant functions are not zero, and a natural idea is to "kill" all of them.
We are led to consider the quotient space

M(I)/N(I),

where N(I) denotes the subspace of M(I) spanned by functions Dm1, m ≥ 1.
The differential operator of M(I) induces a differential operator of M(I)/N(I). We shall denote it

by the same letter D. Thus,

D(w(mod N(I))) = (Dw)(mod N(I)), w ∈M(I).

Lemma 1. L(I) ∩N(I) = {0}.

Define the canonical map  : L(I)→M(I)/N(I) by the formula

(u) = u (mod N(I)).

It is immediate from the above lemma, that  is injective.
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Theorem 2. M(I)/N(I) is canonically isomorphic to D′fin(I), the space of Schwartz distributions of
finite order.

Proof. This is easy. Indeed, for each u ∈ L(I), let Tu be the corresponding Schwartz distribution.
One can show that if u ∈ L(I), then D(u) = 0 if and only if u is a constant function. This implies
that Dm(u) = 0 if and only if u is a polynomial function of degree ≤ m. It follows that the mapping

Dm(u) 7→ DmTu

is well-defined and injective. The surjectivity is clear.
Remarks. 1) Mikusinski functions admit multiplication by all rational functions. Due to this property

of Mikusinski functions, the representation of distribution space as M(I)/N(I) provides a simple
foundation of Heaviside’s operational calculus.

2) As is known, Schwartz distributions defined on a compact interval have finite order. Therefore,
the Schwartz space D′(I), can be defined as the projective limit

lim
←
M([α, β])/N([α, β]),

where [α, β] runs over all compact subintervals of I that contain 0.
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Let M be a compact orientable surface and ω be a volume from M . We will study the right action
of the group Symp(M,ω) of symplectic difeomorphisms on the space C∞(M,R) of smooth functions
on M .

Let f : M → R be a C∞ Morse function, H be the Hamiltonian vector field of f with respect to
ω, and Zω(f) be the set of all C∞-functions M → R, taking constant values along orbits of H. Then
Zω(f) is an abelian group with respect to point wise addition.

Further, let S(f, ω) = {h ∈ Symp(M,ω) | f ◦ h = f} be the stabilizer of f with respect to the right
action of the group Symp(M,ω). Thus S(f, ω) consists of diffeomorphism mutually preserving f and
ω. Let also S0(f, ω) be the identity path component of S(f, ω) with respect to C∞ topology.

We will prove that there exists a canonical epimorphism of topological groups:

φ : Zω(f)→ S0(f, ω),

which is an isomorphism whenever f has at least one saddle critical point, and an infinite cyclic covering
otherwise.

In particular, S0(f, ω) is an abelian group, being either contractible of homotopy equivalent tothe
circle.
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Let p be a prime and Zp is the ring of p-adic integers with the standard topology (see [1], §3). Let
A be an infinite matrix with integer coefficients:

A =


a11 a12 a13 . . .
a21 a22 a23 . . .
a31 a32 a33 . . .
...

...
...

...
. . .

 .

We say that detA converges in the p-adic sense if there exists such number d ∈ Zp that

detAn :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . .
a31 a32 a33 . . .
...

...
...

...
an1 an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→ d

in the ring Zp.
We consider some applications of infinite order determinants with integer coefficients to study of

implicit linear difference equations over the ring Z. The next main results are obtained.

Theorem 1. Let a, b,∈ Z, b 6= 0, b 6= ±1, a, b are coprime and p is a divisor of b. The difference
equation

bxn+1 = axn + fn, n = 0, 1, 2, ... (1)
for an arbitrary sequence fn of integers has the unique solution over the ring Zp. Moreover, this solution
can be find by using a version of Cramer’s rule for solving infinite linear systems.

Theorem 2. Let a, b, f ∈ Z, b 6= 0, b 6= ±1 and a, b are coprime. The difference equation

bxn+1 = axn + f, n = 0, 1, 2, ... (2)

has an integer-valued solution if and only if b− a is a divisor of f . In this case the unique solution of
Equation (2) can be find by using a version of Cramer’s rule for solving infinite linear systems.
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In the last conference (2017, Odessa), we defined 2 type warped product semi-slant submanifolds in
an almost Hermitian manifold and we considered these submanifolds in a locally conformal Kaehler (an
l.c.K.-) manifold and mainly considered some properties of the first type warped product semi-slant
submanifold in an l.c.K.-manifold.

In this talk, we consider a same submanifold with the parallel second fundamental form in an
l.c.K.-space form (an l.c.K.-manifold with a constant holomorphic sectional curvature). Using Codazzi
equation, we partially determine the tensor field P which defined in the curvature tensor field of an
l.c.K.-space form. Finally, we consider T, F and t.
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What points in Goursat Monster Tower are strongly nilpotent
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Control systems linear in controls, with linearly independent vector field’ generators, sometimes
happen to be locally nilpotentizable. That is, to locally possess bases that generate (over reals, not
over functions) nilpotent algebras of vector fields. The existence of a nilpotent basis may be somehow
mischievously hidden in the nature of a system. When it exists and is at hand, a number of key control
problems related with the system (e. g., motion planning) become much simpler. We call such systems
weakly nilpotent. When a system Σ is given globally on a manifold M , we call weakly nilpotent those
points in M , around which Σ is weakly nilpotent.
In turn, strongly nilpotent are those points p in M , around which Σ is equivalent to its nilpotent
approximation at p. Naturally, ‘strongly’ implies ‘weakly’, but not vice versa: ‘strongly’ appears to be
a much more stringent property.
An important class of weakly nilpotentizable distributions are Goursat distributions – members of
Goursat flags which live on so-called Monster Manifolds ([1]). Local nilpotent bases found for Goursat
distributions permit much more – to compute the nilpotency orders (sometimes also called ‘indices’,
sometimes ‘steps’) of the generated real Lie algebras, see [2]. Those Lie algebras are sometimes called
‘Kumpera-Ruiz’ after the names of the discoverers of Goursat’s singularities as such. A big problem,
with only partial answers known to-date, reads

Problem 1. What points in the Goursat Monster Tower are strongly nilpotent ?

Problem 2. What are the dimensions of the Kumpera-Ruiz algebras, hidden in the Goursat distri-
butions ?

(The nilpotency orders of the Kumpera-Ruiz algebras are tractable, but not their real dimensions.)
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We say that a topological space X is locally τ -dense at a point x ∈ X if τ is the smallest cardinal
number such that x has a τ -dense neighborhood in X. The local density at a point x is denoted by
ld(x).

The local density of a space X is defined as the supremum of all numbers ld(x) for x ∈ X; this
cardinal number is denoted by ld(X).

A topological space is locally weakly dense at a point x ∈ X if τ is the smallest cardinal number
such that x has a neighborhood of weak density τ in X. The weak density at a point x is denoted by
lwd(x).

A topological space X is called locally weakly τ -dense if it is weakly τ -dense at each point x ∈ X.
The local weak density of a topological space X is defined with following way:

lwd (X) = sup { lwd (x) : x ∈ X } .
A system ξ = {Fα : α ∈ A} of closed subsets of a space X is called linked if any two elements from

ξ intersect [1].
A.V. Ivanov defined the space NX of complete linked systems (CLS) of a space X in a following

way:

Definition 1. A linked system M of closed subsets of a compact X is called a complete linked system
(a CLS) if for any closed set of X, the condition

“Any neighborhood OF of the set F consists of a set Φ ∈M ”
implies F ∈M [2].

A set NX of all complete linked systems of a compact X is called the space NX of CLS of X. This
space is equipped with the topology, the open basis of which is formed by sets in the form of
E = O(U1, U2, . . . , Un)〈V1, V2, . . . , Vs〉={M ∈ NX : for any i = 1, 2, . . . , n there exists Fi ∈ M

such that Fi ⊂ Ui, and for any j = 1, 2, . . . , s, F ∩ Vj 6= ∅ for any F ∈ M}, where U1, U2, . . . , Un,
V1, V2, . . . , Vs are nonempty open in X sets [2].

Definition 2. Let X be a compact space, ϕ be a cardinal function and τ be an arbitrary cardinal
number. We call an Nϕ

τ - kernel of a topological space X the space

Nϕ
τ X = {M ∈ NX : ∃F ∈M : ϕ(F ) ≤ τ}.

Theorem 3. Let X be an infinity compact space and ϕ = d, τ = ℵ0. Then:
1) ld(Nϕ

τ X) 6= ld(X);
2) lwd(Nϕ

τ X) 6= lwd(X).
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Quantum gravity in the framework of string theory provides a microscopic quantum description of
charged black holes using D-brane-soliton objects in string theory [1]. Such a D-brane is represented in
the form of a brane-antibranch configuration characterized by a magnetic charge, taking on a value in
the Hilbert space. Thus, the singularities of black holes are described by the vacuum space-time, which
is identified with the physical Hilbert space [2]. According to Rosenberg, the principal bundles over
a locally compact space, X, with fibers isomorphic to compact operators on an infinite-dimensional
Hilbert space, K, define sections that represent the C∗ algebra of sections of the principal bundle.
A characteristic class associated with such an algebra is called the Dixmier-Douady invariant corre-
sponding to the Neveu-Schwartz field, H. For an oriented three-dimensional manifold, according to
the Rosenberg theorem, there is a classifying element - a Dixmier-Dudi invariant and the morphism,
β : H2(X,Z2)→ H3(X,Z), which is connected with the Bockstein homomorphism [3]

0→ Z → Z → Z2 → 0 .

This relation allows us to associate the bundles of C∗ algebras, associated with principal bundles, with
the observed states of Hilbert spaces, which corresponds to the phase transition from one soliton state
of the D-brane to another. These phase transitions for N large are characterized by K-theory.

References

[1] Juan M. Maldacena. Black Holes and D-branes. Nucl.Phys.Proc.Suppl., 61A: 111-123, 1998.
[2] Rodolfo Gambini, Javier Olmedo, Jorge Pullin. Quantum black holes in Loop Quantum Gravity. Class. Quant.

Grav., 31: 095009, 2014.
[3] Allen Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press, 2001.



42
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Mathematics is the most important tool of science and technology and a part of everyday life. Math-
ematics education is an important factor in the rational approach of individuals to analytical thinking
and problem solving problems. Misconceptions is one of the factors that complicate the mathemat-
ics education. The aim of this research is to determine the relationship between misconceptions and
analytical concepts.

In the first stage, an open-ended exam was applied to 2552 tenth-grade students studying at 19 high
schools under Istanbul Provincial Directorate of National Education and 299 students from two high
schools were tested in the second stage. In the last stage 10 students were interviewed. Errors and
misconceptions of the students in the questions covering the analytic geometry were examined.

At the end, it was concluded that knowledge levels, errors and misconceptions of students in the
analytic geometry should be identified to use proper instructional strategies. It is necessary to design
different activities to improve the levels of students who cannot comprehend the analytic geometry on
the level of their classrooms. This will ensure that the whole classroom achieves the same compre-
hension level. A decrease in errors and misconceptions will be observed and misconceptions will be
identified more easily. Eliminating the misconceptions is possible by getting beyond the traditional
instructional methods and keeping the teacher from the role of information transferer and the student
from the role of passive listener.
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Let E3 be 3-D Euclidean space endowed with a scalar product 〈·, ·〉 and cross-product ·×· , and let ι :

S2 ↪→ E3 stands for the inclusion map of 2-D sphere S2 into E3: ι
(
S2
)

:=
{

x ∈ E3 : ‖x‖2 := 〈x,x〉 = 1
}
.

We consider a partial case of Newton equation

∇ẋẋ = f(tω, x) + P (tω, x)ẋ (1)

that governs the motion of quasiperiodically excited particle on S2. Here ∇ stands for the Levi-Civita
connection of naturally induced Riemannian metric on S2, {f(ϕ, ·)}ϕ∈Tk is a smooth family of vector
fields on S2 parametrized by points of the standard k-dimensional torus Tk := Rk/2πZk, {P (ϕ, ·)}ϕ∈Tk
is a smooth family of (1, 1)-tensor fields, and ω ∈ Rk is the basic frequency vector with rationally
independent components. For Eq. (1), there naturally arise the problem of quasiperiodic response,
i.e. the existence problem for ω-quasiperiodic solution t 7→ x(t) := u(tω) associated with a continuous
mapping u(·):Tk 7→ S2 . Such a solution is said to be hyperbolic if the corresponding system in
variations

∇ẋ(t)η = ζ

∇ẋ(t)ζ = [∇f (tω, x) η −R(η, ẋ)ẋ+∇P (tω, x) (η, ẋ) + P (tω, x) ζ]x=x(t) ,

where R is the Riemann curvature tensor, is exponentially dichotomic.
We consider the case where the charged particle of unit mass is constrained to move on ι

(
S2
)

:={
x ∈ E3 : ‖x‖2 = 1

}
by the applied force Φ represented in the form

Φ(tω,x, ẋ) = − x− a

‖x− a‖3
+ E(tω) + ẋ×B(tω).

Here a ∈ E3 is a constant vector with norm a := ‖a‖; E(·) : Tk 7→ E3 and B(·) : Tk 7→ E3 are smooth
mappings. The force Φ can be naturally interpreted as the superposition of the Coulomb force caused
by a charge placed at point a and the Lorentz force caused by the electric field E and the magnetic
field B. Let ι∗ stands for the derivative of the inclusion map. In the case under consideration, the
forces affecting the motion of the constrained particle are

ι∗f(tω, x) = f(tω,x) = − x + ak

‖x + ak‖3
+ E(tω) +

〈
x + ak

‖x + ak‖3
−E(tω),x

〉
x,

ι∗P (tω, x)ẋ = ẋ×B(tω)− 〈ẋ×B(tω),x〉x.

where x := ι(x), ẋ := ι∗ẋ, k := −a/a. First consider the case where the influence of magnetic field
can be neglected.

Theorem 1. Let B(ϕ) ≡ 0. If there holds the inequality
a

(1 + a)3 − 〈E(ϕ),k〉 > 0 ∀ϕ ∈ Tk (1)

and there exists a point ϕ0 ∈ Tk such that E(ϕ0) 6‖ k, then the system of charged particle on S2 has a
unique ω-quasiperiodic solution t 7→ x(t) such that 0 < 〈x(t),k〉 ≤ 1 for all t ∈ R where x(t) := ι◦x(t).
This solution is hyperbolic.
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This theorem is obtained by applying results of [1]. We essentially use the so-called U - monotonicity
property of the system ∇ẋẋ = f in the hemisphere S+ :=

{
x ∈ S2 : 0 < 〈ι(x),k〉 ≤ 1

}
.

Namely, to ensure such a property we have constructed a function U(·) ∈ C∞(S+ 7→R) satisfying
the conditions

λf (ϕ, x) +
〈∇U(x), f(ϕ, x)〉

2
> 0 , µU (x) ≥ 2 ∀(ϕ, x) ∈ Tk × S+

where

λf (ϕ, x) := min
η∈TxS2

{
〈∇f(ϕ, x)η, η〉

‖η‖2

}
,

µU (x) := min
η∈TxS2

{
〈∇η∇U(x), η〉

‖η‖2
− 〈∇U(x), η〉2

2 ‖η‖2

}
.

When B(ϕ) 6≡ 0, we restrict ourselves to the case where 〈E(ϕ),k〉 = 0 and B(ϕ) ⊥ E(ϕ). We
show how to establish sufficient condition for the existence of hyperbolic ω-quasiperiodic solution in
the domain

{
x ∈ S2 : 0.5 < 〈ι(x),k〉 ≤ 1

}
. Set

E := max
ϕ∈Tk

‖E(ϕ)‖ , B := max
ϕ∈Tk

‖B(ϕ)‖

Define z+ = z+(B,E) and z∗ = z∗(B,E), respectively, as the greatest roots of the equations

J(z) := z2 − B2

4
z −
√

3(E + 1) = 0,

I(z) :=
z3

3
− B2

8
z2 −

√
3(E + 1)z = I(z+) +

√
3(E + 1)z+.

It turns out that the sought sufficient condition take the form
4a

(1 + a)3
> max

{
9B2z∗,

4E√
3

+B2

}
.
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An ultrametric on a set X is a function d : X ×X → R+, R+ = [0,∞), such that for all x, y, z ∈ X:
(i) d(x, y) = d(y, x),
(ii) (d(x, y) = 0)⇔ (x = y),
(iii) d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)}.

The pair (X, d) is called an ultrametric space. If condition (iii) is omitted, then (X, d) is a semimetric
space, see [1]. The spectrum of a semimetric space (X, d) is the set

Sp(X) = {d(x, y) : x, y ∈ X}.
Recall that a graph is a pair (V,E) consisting of a nonempty set V and a (probably empty) set E

elements of which are unordered pairs of different points from V . For a graph G = (V,E), the sets
V = V (G) and E = E(G) are called the set of vertices and the set of edges, respectively. A connected
graph without cycles is called a tree. A tree T may have a distinguished vertex called the root ; in this
case T is called a rooted tree. With every finite ultrametric space (X, d) it is possible to associate a
labeled rooted tree TX , which is called a representing tree of the space X, see, for example, [2, P. 109].

Definition 1. Let T1 and T2 be rooted trees with the roots v1 and v2 respectively. A bijective function
Ψ: V (T1)→ V (T2) is an isomorphism of T1 and T2 if

({x, y} ∈ E(T1))⇔ ({Ψ(x),Ψ(y)} ∈ E(T2))

for all x, y ∈ V (T1) and Ψ(v1) = v2. If there exists an isomorphism of rooted trees T1 and T2, then we
will write T1 ' T2.

Definition 2. Let (X, d) and (Y, ρ) be semimetric spaces. A bijective mapping Φ: X → Y is a weak
similarity if there exists a strictly increasing bijection f : Sp(X)→ Sp(Y ) such that the equality

f(d(x, y)) = ρ(Φ(x),Φ(y))

holds for all x, y ∈ X. If Φ: X → Y is a weak similarity, then we write X w
= Y and say that X and Y

are weakly similar.

The notion of weak similarity of semimetric spaces was introduced in [3] is a slightly different form,
where also some properties of these mappings were studied.

Denote by R̃ the class of finite ultrametric spaces X for which TX has exactly one inner node at
each level except the last level. The rooted tree TX without the labels we will denote by TX .

The next theorem gives a description of finite ultrametric spaces for which the isomorphism of
representing trees implies the weak similarity of the spaces.

Theorem 3 ([2]). Let X be a finite ultrametric space. Then the following statements are equivalent.
(i) The implication (TX ' T Y )⇒ (X

w
= Y ) holds for every finite ultrametric space Y .

(ii) X ∈ R̃.

Denote by D the class of all finite ultrametric spaces X such that the different internal nodes of TX
have the different labels. It is clear that R̃ is a subclass of D. A question arises whether there exist
finite ultrametric spaces X, Y ∈ D which do not belong to the class R̃ and for which the isomorphism
of TX and T Y implies X w

= Y .
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Let us define a rooted tree T with n levels by the following two conditions:
(A) There is only one inner node at the level k of T whenever k < n− 1.
(B) If u and v are different inner nodes at the level n− 1 then the numbers of offsprings of u and v

are equal.
Denote by T the class of all finite ultrametric spaces X for which TX satisfies conditions (A) and

(B).

Theorem 4 ([2]). Let X ∈ D be a finite ultrametric space. Then the following statements are equiva-
lent.

(i) The implication (TX ' T Y )⇒ (X
w
= Y ) holds for every finite ultrametric space Y ∈ D.

(ii) X ∈ T.
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Let M be a closed smooth 3-manifold and f, g : M → R be smooth functions.

Definition 1. Functions f, g : M → R are called topologically equivalent if there are homeomorphisms
h : M → M and k : R→ R such that f ◦ h = k ◦ g. If k additionally preserve the orientation of R, f
and g are called topologically conjugated and homeomorphisms k, g by conjugated.

The problem of topological classification of Morse functions was solved in [1] and [2] for closed
manifolds of different dimensions. The same result for arbitrary functions with isolated critical point
on closed 2-manifolds was obtained in [3]. The relevance of this problem is contributed by the close
connection with the Hamiltonian dynamical system’s classification in dimensions 2 and 4. Local topo-
logical classification with isolated critical points and global topological classification with 3 critical
points on oriented manifold were obtained in [4] The main issued of this research is to get similar
results in non-oriented case.

It is known [3] that if p is an isolated critical point, y = f(p), then there exists closed neighborhood
U(p) such that

f−1(y) ∩ U(p) = Con(∪S1
i ).

Here Con(∪S1
i ) is a cone on a disjoint union of circles S1

i , that is the union of two-dimensional disks,
the centers of which are pasted together.

In order to describe the behavior of function in a neighborhood of critical point p we will construct
a tree (graph without cycles) Gfp. Let U(p) be the neighborhood described above, which boundary is
the sphere S2 and ∂(f−1(y) ∩ U(p)) = ∪S1

i is the union of the embedded circles. To each component
Dj of S2 \ ∪S1

i we put in correspondence vertex vj of the graph Gfp and to each circle S1
i we put

an edge ei. The vertex vj is incident to ei if the boundary of Dj contains S1
i . Thus, vi and vj are

connected by an edge if Di and Dj are neighbor.

Theorem 2. Let p and q be isolated critical points of smooth functions f : R3 → R1 and g : R3 → R1

correspondingly. Then there are neighborhoods U of p and V of q and homeomorphisms h : U → V
and k : R→ R such that f ◦ h = k ◦ g if and only if graphs Gfp and Ggq are isomorphic.

We construct a distinguishing graph Gf for the function f with 3 critical points on 3-manifold, such
that it has the following properties:

1) The vertices of the graph are divided into four types: white, black, gray and non-colored. The
number of vertices of each color (the first three types) is same. The non-colored vertices have degree
3. Each white vertex is equipped with the orientation number (+1 or −1).

2) If from the graph we remove vertices of one color and edges that incident to them, we obtain
simply-connected graphs (tree) Gf ′i .

Theorem 3. Let f, g : M → R be smooth functions that have three critical points on a smooth
closed 3-manifold. The functions f and g are conjugated if and only if their distinguishing graphs are
equivalent.
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Example 4. The number of
(1) topologically non-equivalent and topologically non-conjugated functions defined on S1×̃S2

equals 1;
(2) topologically non-equivalent functions with three critical points on S1×̃S2]S1×̃S2 equals 16;
(3) topologically non-conjugated functions defined on S1×̃S2]S1×̃S2 equals 24.
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Let F be a field of characteristic 0. Denote by Fm×n the set of m × n matrices over F and by
Fm×n[x1, x2, , xn] the set of m×n matrices over the polynomial ring F[x1, x2, , xn]. Denote by GL(n,F)
the group of invertible matrices in Fn×n. In what follows, we denote by In the n × n identity matrix
and by 0n,k the zero m× n matrix. The Kronecker product of matrices A =

[
aij

]
∈ Fm×n and B is

denoted by

A⊗B =

 a11B . . . a1nB
...

...
am1B . . . amnB

 .
Matrices A ∈ Fn×n and B ∈ Fn×n are said to be similar, if there is a nonsingular matrix P ∈ Fn×n

such that A = PBP−1. Two tuples of n× n matrices over F

A = {A1, A2, . . . , Ak} and B = {B1, B2, . . . , Bk}

are said to be simultaneously similar if there exists a matrix U ∈ GL(n,F) such that

Ai = U−1BiU for all i = 1, 2, . . . , k.

The task of classifying square matrices up to similarity is one of the core and oldest problems in
linear algebra (see [2], [4], [5], [9], [7] and references therein), and it is generally acknowledged that
it is also one of the most hopeless problems already for k = 2. Standard approaches for deciding
similarity depend upon the Jordan canonical form, the invariant factor algorithm and the Smith form,
or the closely related rational canonical form. In numerical linear algebra, this leads to deep algorithmic
problems, unsolved even up to this date, that are caused by numerical instabilities in solving eigenvalue
problems or by the inability to effectively compute sizes of the Jordan blocks or degrees of invariant
factors, if the matrix entries are not known precisely.

The purpose of this report is to give an exposition of geometric ideas to solution of similarity
of matrices over a field. We propose new necessary and sufficient conditions under which matrices
A ∈ Fn×n and B ∈ Fn×n are similar.

Chris Byrnes and Michael Gauger [6] derived a new type of rank conditions for algebraically deciding
similarity of arbitrary pairs of matrices over a field F. Their main result is that two matrices A,B ∈
Fn×n are similar if and only if the following two conditions hold:

1. The characteristic polynomials coincide, i.e. det(Inx−A) = det(Inx−B).
2. rank (In ⊗A−A⊗ In) = rank (InB −B ⊗ In) = rank (B ⊗ In − In ⊗A).
In subsequent work by J.D. Dixon [1] it was shown that the first condition on the characteristic

polynomials is superfluous, so that similarity can be solely decided based on rank computations. He
proved that two matrices A,B ∈ Fn×n are similar if and only if

r2(A,B) = r(A,A)r(B,B).

Here r(A,B) = rank (B ⊗ In − In ⊗A) and similarly for r(A,A) and r(B,B).
Over an algebraically closed field, S. Friedland [3] showed the closely related linear dimension in-

equality

2 dim Ker(B ⊗ In − In ⊗A) ≤ dim Ker(A⊗ In − In ⊗A) + dim Ker(B ⊗ In − In ⊗B)

and proved that equality holds if and only if matrices A and B are similar.
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For given two matrices A,B ∈ Fn×n we define the matrix

M =
[
A⊗ In − In ⊗B

]
∈ Fn2×n2 .

For matrix M there exist a matrix W ∈ GL(n2,F) such that

MW = HM =


0l,1 0l,n2−1

H1 0m1,n2−1

H2 0m2,n2−2

. . . . . .
Hk 0mk,r


is the lower block-triangular matrix and l is the number of first zero rows of matrix M . The matrices
Hi are defined as follows:

H1 =

[
1
∗

]
∈Mm1,1(F), H2 =

[
0 1
∗ ∗

]
∈Mm2,2(F), Hr =

[
0 . . . 0 1

∗ ∗ ∗ ∗

]
∈Mmr,n2−r(F)

and l +m1 +m2 + · · ·+mk = n2.
The lower block-triangular matrix HM is called the Hermite normal form of the matrix M and the

form HM is uniquely determined by M (see [8]). It is evident that rankHM = n2 − r.
Let x1, x2, . . . , xr be independent variables. Consider the vector

W


0n2−r,1
x1
...
xr

 =


W1(x1, . . . , xr)
W2(x1, . . . , xr)

...
Wn(x1, . . . , xr)

 =


W1(x)
W2(x)

...
Wn(x)

 ∈ Fn2,1[x1, x2, . . . , xr],

where Wi(x) = Wi(x1, . . . , xr) ∈ Fn,1[x1, x2, . . . , xr]. Put

W (x) =
[
W1(x) W2(x) . . . Wn(x)

]
∈ Fn,n[x1, x2, . . . , xr].

Theorem 1. If matrices A,B ∈ Fn×n are similar over F then rankM ≤ n2 − n.

Theorem 2. Matrices A,B ∈ Fn×n are similar over F if and only if matrix W (x) is nonsingular.

Corollary 3. If A = B ∈ Fn×n then matrix W (x) is nonsingular.
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In the Cayley –Klein projective interpretation, the hyperbolic plane Ĥ of positive curvature (see,
for instance, [1], [2]) is defined as the exterior (with respect to the oval curve γ, called the absolute
of the plane Ĥ) domain of the projective plane P2. A complete Lobachevskii plane Λ2 is realized on
the domain of the plane P2 that is interior with respect to the oval curve γ. The planes Λ2 and Ĥ are
components of the expanded hyperbolic plane H2. The group G of projective automorphisms of the
oval curve γ is the fundamental group of transformations for Ĥ, H2, and the Lobachevskii plane Λ2.

In articles [3] and [4], we studied the inversion of the plane Ĥ with respect to a hypercycle and a
horocycle, respectively. In the present work we investigate the inversion I with respect to an elliptic
cycle of the plane Ĥ. We obtain the analitical expression of the inversion in the canonical frame of the
first type, and we define the images of lines and cycles which are concentric with the inversion base.
Also we investigate the horizons of elliptic and hyperbolic cycles of the plane Ĥ.

We formulate the main results of our research in the following theorems. We denote the cycle of the
plane Ĥ with centre S and radius r by ω(S, r).

Theorem 1. Let ω(S, r) be an elliptic cycle of the hyperbolic plane Ĥ of positive curvature. Assume
that a hyperbolic cycle ω0(S, r0) of the plane Ĥ has the common horizon ω̃(S, r̃) with ω(S, r). Then
the inversion I with respect to the elliptic cycle ω(S, r) possesses the following properties.

1. The cycles ω(S, r) and ω0(S, r0) are invariant under the inversion I. The cycle ω̃(S, r̃) corresponds
under I to the absolute of the plane Ĥ.

2. An elliptic cycle ωe(S, re) of Ĥ corresponds under I to an elliptic cycle ω′e(S, r′e) with radius r′e
which satisfies the following conditions:

tg
r′e
ρ

= tg2 r

ρ
ctg

re
ρ
, tg

r′e
ρ

= tanh
r̃

ρ
ctg

re
ρ
, tg

r′e
ρ

= tanh2 r0

ρ
ctg

re
ρ
,

where ρ, ρ ∈ R+, is a curvature radius of the plane H̃.
The cycles ωe(S, re) and ω′e(S, r′e) lie in the different domains of the point S valiana with respect to

the cycle ω(S, r). If r = πρ/4, then the height of the cycle ω′e(S, r′e) is equal to re.
3. Assume that r < πρ/4, that is, the cycles ω̃(S, r̃) and ω0(S, r0) lie in the plane Ĥ.
If a hyperbolic cycle ωh(S, rh) of the plane H2 is ixterior with respect to the cycle ω̃(S, r̃), then under

I the cycle ωh(S, rh) corresponds to an equidistant ω′h(S, r′h) of the plane Λ2. In this case the module
of the height of the equidistant ω′h(S, r′h) grows when the radius of the cycle ωh(S, rh) grows.

If a hyperbolic cycle ωh(S, rh) of the plane H2 lies between the cycles ω̃(S, r̃) and ω0(S, r0), then
under I the cycle ωh(S, rh) corresponds to a hyperbolic cycle ω′h(S, r′h) between the absolute of the plane
H and the cycle ω0(S, r0). In this case the cycles ωh(S, rh) and ω′h(S, r′h) together approach the cycle
ω0 or move away from this cycle.

4. Assume that r = πρ/4, that is, the cycles ω̃ and ω0 coincide with the absolute of the plane Ĥ. The
hyperbolic cycle ωh (S, rh) of the plane Ĥ corresponds under the inversion I to an equidistant ω′h (S, r′h)
of the Lobachevskii plane. In this case the module of the height of the equidistant ω′h(S, r′h) grows when
the radius of the cycle ωh(S, rh) grows.

5. Assume that r > πρ/4, that is, the cycles ω̃ and ω0 are equidistants of the plane Λ2.
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Let ωh be an equidistant of the plane Λ2, and let ωh lies in the interior domain with respect to the
cycle ω̃. Then ωh (S, rh) corresponds under the inversion I to the hyperbolic cycle ω′h (S, r′h) of the
plane Ĥ. In this case the module of the height of the equidistant ωh(S, rh) grows when the radius of
the cycle ω′h grows.

Let ωh be an equidistant of the plane Λ2, and let ωh lies between the equidistants ω̃ and ω0. Then
ωh (S, rh) corresponds under the inversion I to the equidistant ω′h (S, r′h) which lies between the absolute
of the plane Ĥ and the equidistant ω0. In this case the equidistants ωh(S, rh) and ω′h(S, r′h) together
approach the equidistant ω0 or move away from this equidistant.

6. The radius r′h of the image ω′h of a hyperbolic cycle ωh of the plane H2 under the inversion I can
be expressed by the formulae:

tanh
r′h
ρ

= tg2 r

ρ
coth

rh
ρ
, tanh

r′h
ρ

= tanh
r̃

ρ
coth

rh
ρ
, tanh

r′h
ρ

= tanh2 r0

ρ
coth

rh
ρ
.

Theorem 2. The image l′ of a line l under the inversion I with respect to the elliptic cycle ω of the
plane Ĥ is symmetric with respect to the common point of the line l and the base of ω. The curve l′
contains the centre of the cycle ω, the absolute points of this cycle, the pole of the line l with respect to
the cycle ω, and the points of intersection of the line l with ω.

If the line l is the axis of an elliptic cycle ω of the plane Ĥ, then the image of l under the inversion
I with respect to ω is couple of lines containing the line l and the base of the cycle ω.

If the line l passes through an absolute point X of the cycle ω, then the image of the line l under
the inversion I is couple of lines containing the parabolic line connecting the center of cycle ω with its
absolute point X, and the hyperbolic line connecting the second absolute point Y of ω with the point of
the intersection of l and ω.

If the line l is the base of the cycle ω, then the image of l is the couple of parabolic lines with the
common point at the cycle ω centre.

If the pole of the line l with respect to the cycle ω lies in the plane Λ2, then the image of the line l
is a hyperbola (see [5], [2, Section 2.3]) of the plane Ĥ.

If the pole of the line l with respect to the cycle ω lies on the absolute of the plane Ĥ, then the image
of the line l is a hyperbola of the plane Ĥ which has one branch and one interior domain.

If the pole of the line l with respect to the cycle ω lies in the plane Ĥ and the point of the intersection
of the line l with the base of ω lies in the plane Λ2, then the image of the line l is a bihyperbola (see
[5], [2, Section 2.3]) of the plane Ĥ which has one interior domain.

If the pole of the line l with respect to the cycle ω and the point of the intersection of the line l with
the base of ω lie in the plane Ĥ, then the image of the line l is a bihyperbola of the plane Ĥ which has
two interior domains.
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Let R be a commutative principal ideal domain with 1 6= 0, Mn(R) be a ring n× n matrices over R
and let A,B ∈Mn(R).

If A = BC, then we will say that B is a left divisor of matrix A and A is a right multiple of B.
Moreover, if M = AA1 = BB1 then the matrix M is called a common right multiple of matrices A
and B. If in addition the matrix M is a left divisor of any other common right multiple of matrices A
and B then we say that M is a least common right multiple of A and B. ( [A,B]r in notation).

In the 80’s of the last century, M. Newman formulated the problem to establish of the relationship
between the Smith normal forms of matrices and of their least common multiple and greatest common
divisor over commutative principal ideal domain. The most important results in the study of M.
Newman’s problem are obtained in the papers [1], [2, 3] and [4].

Let A be non-singular n×n matrix over R. Then there exist invertible matrices PA, QA , such that

PAAQA = E = diag(ε1, ε2, . . . , εn), where εi |εi+1 , i = 1, . . . n− 1.

The matrix E is called the Smith normal form, PA and QA are called left and right transforming
matrices for matrix A. Denote by PA the set of all left transforming matrices for matrix A. Let the
Smith normal form of the matrix B is

B ∼ ∆ = diag(δ1, δ2, . . . , δn), where δi |δi+1 , i = 1, . . . n− 1.

Consider the set of matrices

L(E,∆) = {L ∈ GLn(R) | ∃L1 ∈ Mn(R) : LE = ∆L1}.

Theorem 1. Let R be a commutative principal ideal domain and let

A ∼ diag(1, ε, . . . , ε), B ∼ diag(1, . . . , 1, δ),

PBP
−1
A = ‖sij‖n1 , PB ∈ PB, PA ∈ PA. Then

[A,B]r = (LAPA)−1Ω = (LBPB)−1Ω,

where
Ω = diag(

(ε, δ)

((ε, δ), sn1)
, ε, . . . , ε, [ε, δ]),

LA , LB belong to sets L(Ω,E), L(Ω,∆) respectively and satisfy the equality:

(PBP
−1
A )LA = LB.
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Let S be a compact regular surface locally defined by equation r = rS(u, v) in R3. Let a function
H(x, y, z) be given in some locality of S. We consider a question of the existence some surface Sf
homeomorphic to S, defined by an equation r = rS(u, v) + f(u, v)nS(u, v) and in each point A has
average curvature H(A). This problem has been considered in [1] (271-303) and in [2] for the case
when S is a sphere or a torus.

There are coordinate system (u, v, ρ) emerges in the locality of S, where (u, v) - local coordinates
on S and ρ is offset along perpendicular to S.

This problem reduces to the question of some second-order differential equation solvability on f(u, v)
within S . Evaluation of solution and of first derivatives of solution is required for the proof of solv-
ability of this equation.

Let Sρ be a surface defined by an equation r = rS(u, v) + ρnS(u, v) where ρ is a constant, such that
|ρ| < c. Here c = min(A∈S,i=1,2){

1
ki(A)} and ki(A) are main normal curvatures of S at the point A.

Average curvature of Sρ equals Hρ = k1
1−ρk1

+ k2
1−ρk2

.

We represent H as the sum

H(u, v, ρ) = Hρ(u, v, ρ) + h(u, v, ρ).

Theorem 1. If a and b are constants and −c < a < b < c, and if

h(u, v, ρ) < 0 when ρ < a,

h(u, v, ρ) > 0 when ρ > b,

there are the following estimates hold for the function f(u, v):

a < f(u, v) < b.
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The Lagrangian in the theory of gravity in the affine frame (TGAF) [1] is

Lγ = δµνab g
bdγaµcγ

c
νd, (1)

where δµνab is the alternator, ea = hµa∂µ is the affine frame in the Riemann space, and gab = ea · eb, γabc
are coefficients of the torsion-free and metric-compatible affine connection in the affine frame ea.

Under GLg-transformations e′a = La
′
a ea′ Lagrangian Lγ is transformed by the rule:

Lγ′ = Lγ +∇σ∆V σ, (2)

where ∆V σ = δσνab g
bd∂νL

a
c′L

c′
d . Transformation (2) is canonical transformation and don’t changes the

equations of motions – Einstein equations:

Gµa ≡ −∇σBµσ
a − tµa = τµa , (3)

but changes energy-momentum tensor of the gravitational field tµa and the superpotential Bµσ
a of the

complete energy-momentum tensor of the gravitational and matter fields Tµa = tµa + τµa :

t′µa = tµa −
1√
−g

∂haµ(
√
−g∇σ∆V σ), (4)

B′µνa = Bµν
a + ∂∂νhaµ∇σ∆V σ. (5)

This changing permits to renormalize the complete energy by changing general reference frames.
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Let X be a compact Hausdorff space. As usual, by C(X) we denote the space of continuous functions
on X endowed with the sup-norm. For any c ∈ R, we denote by cX the constant function on X taking
the value c.

Let Rmax = R∪{−∞}. We consider the natural order on Rmax. We also use the following traditional
notation from idempotent mathematics: ⊕ for max and � instead of + (this may concern either
numbers or functions).

A functional µ : C(X) → R is said to be an idempotent measure (Maslov measure) if the following
holds: (1) µ(cX) = c; (2) µ(ϕ⊕ψ) = µ(ϕ)⊕µ(ψ); (3) µ(λ�ϕ) = (λ�µϕ). Remark that the notion of
idempotent measure is a counterpart of the notion of probability measure in the so called idempotent
mathematics.

The set I(X) is endowed with the weak* topology (see [1]). Actually, the construction I determines
a functor in the category of compact Hausdorff spaces. The space I(X) is known to be metrizable for
metrizable X.

The aim of the talk is to provide a fuzzy metrization of the space I(X) for fuzzy metrizable X. We
use the notion of fuzzy metric in the sense of George and Veeramani [2]. Recall that a triple (X,M, ∗)
is said to be a fuzzy metric space if X is an arbitrary set, ∗ is a continuous t-norm and M is a fuzzy
set on X ×X → (0,∞) satisfying the following conditions for all x, y, z ∈ X and s, t ∈ (0,∞):

(1) M(x, y, t) > 0;
(2) M(x, y, t) = 1 if and only if x = y;
(3) M(x, y, t) = M(y, x, t);
(4) M(x, y, t) ∗M(y, z, s) = M(x, z, t+ s);
(5) the function M(x, y, ·) : (0,∞)→ [0, 1] is continuous.

Our approach is based on the notion of density of idempotent measure. Also, we use the fuzzy
Hausdorff metric on the hyperspaces of fuzzy metric spaces [3]. We also show that the obtained
construction determines a functor in the category of compact fuzzy metric spaces and non-expanding
maps. We establish some properties of this functor related to the notion of monad.
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The kinetic Boltzmann equation is one of the central equations in classical mechanics of many-
particle systems. For the model of hard spheres it has a form [1, 2]:

D(f) = Q(f, f). (1)

As, analogous to [3], we will also consider the distribution function of the form:

f =

∫
R3

du

+∞∫
0

dρϕ(t, x, u, ρ)M(v, u, ρ), (2)

which contains the global Maxwellian

M(v, u, ρ) = ρ

(
β

π

) 3
2

e−β(v−u)2
. (3)

It is required to find ϕ(t, x, u, ρ) and the behavior of all parameters so that the uniform-integral
(mixed) or pure integral remainder [4], i.e. the functionals of the form

∆ = sup
(t,x)∈R4

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)|dv, (4)

∆1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)|dv, (5)

become vanishingly small.
In this work we succeeded a few to generalize results, which obtained in [3], where distributions

generalize bimodal distributions obtained earlier. It was assumed that the mass velocity of the global
Maxwellian does not take fixed discrete values and becomes an arbitrary parameter taking any values
in R3. Now we constructed the continual approximate solution of the Boltzmann equation (1) with
arbitrary density [5].

Also some sufficient conditions which minimized the uniform-integral remainder and pure integral
remainder between the left- and the right-hand sides of this equation are founded.
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Given a permutational wreath product sequence of cyclic groups [1, 3] of order 2 we research a
commutator width of such groups and some properties of its commutator subgroup. Commutator width
of Sylow 2-subgroups of alternating group A2k , permutation group S2k and Cp oB were founded. The
result of research was extended on subgroups (Syl2A2k)′, p > 2. The paper presents a construction of
commutator subgroup of Sylow 2-subgroups of symmetric and alternating groups. Also minimal generic
sets of Sylow 2-subgroups of A2k were founded. Elements presentation of (Syl2A2k)′, (Syl2S2k)′ was
investigated. We prove that the commutator width [2] of an arbitrary element of a discrete wreath
product of cyclic groups Cpi , pi ∈ N is 1.

Lemma 1. For any group B and integer p ≥ 2, p ∈ N if w ∈ (B o Cp)′ then w can be represented as
the following wreath recursion

w = (r1, r2, . . . , rp−1, r
−1
1 r−1

2 ...r−1
p−1

k∏
j=1

[fj , gj ]),

where r1, . . . , rp−1, fj , gj ∈ B, and k ≤ cw(B).

Lemma 2. An element (g1, g2)σi ∈ G′k iff g1, g2 ∈ Gk−1 and g1g2 ∈ B′k−1.

Lemma 3. For any group B and integer p ≥ 2 inequality

cw(B o Cp) ≤ max(1, cw(B))

holds.

Corollary 4. If W = Cpk o . . . o Cp1 then for k ≥ 2 cw(W ) = 1.

Corollary 5. Commutator width cw(Sylp(Spk)) = 1 for prime p and k > 1 and commutator width
cw(Sylp(Apk)) = 1 for prime p > 2 and k > 1.

Theorem 6. Elements of Syl2S′2k have the following form Syl2S
′
2k

= {[f, l] | f ∈ Bk, l ∈ Gk} =
{[l, f ] | f ∈ Bk, l ∈ Gk}.

Theorem 7. Commutator width of the group Syl2A2k equal to 1 for k ≥ 2.

Proposition 8. The subgroup (syl2A2k)′ has a minimal generating set of 2k − 3 generators.
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We consider two-placed functions defined on an arbitrary set Q, called carrier, whose domain is
Q×Q and the functions are called binary operations. Left and right multiplications are defined on the
set of all binary operations O2 by

(f ⊕
`
g)(x, y) := f(g(x, y), y) and (f ⊕

r
g)(x, y) := f(x, g(x, y))

respectively. The obtained groupoids (O2;⊕
`
) and (O2;⊕

r
) are called left and right symmetric monoids.

An operation f is called left (right) invertible if it has an invertible element f̀ (rf) in the left (right)
symmetric monoid and invertible if both are true. f̀ and rf are called left and right divisions. The
sequence f , f̀ , r( f̀), rf , . . . consists of at most six different operations called parastrophes of f :

σf(x1σ, x2σ) = x3σ :⇔ f(x1, x2) = x3, σ ∈ S3 := {τ | τ is a permutation of {1, 2, 3}}.
Every parastrophe of an invertible operation is invertible. In other words, the set of all invertible binary
operations ∆2 defined on a carrier Q is parastrophically closed. The group Ps(f) := {τ | τf = f} is a
subgroup of S3 and called parastrophic symmetry group of f . (Q; f, f̀ , rf) is quasigroup, if f is invertible
operation and Q is its carrier. If, in addition, the operation f is associative, then the quasigroup is a
group, i.e., it has a neutral element and every element has an inverse.

Two operations f and g are called isotopic if there exists a triple of bijections (δ, ν, γ) called an
isotopism such that f(x, y) := γg(δ−1x, ν−1y) for all x, y ∈ Q. An isotope of a group is called a group
isotope. A class of quasigroups is called a variety if it described by identities.

In most cases solving a problem for some set Φ of invertible functions, we solve it for all parastrophes
of functions from Φ. That is why Φ is suppose to be parastrophically closed. Very often it is difficult
or even impossible to find the general solution of a problem for all operations from Φ.

Partition problem: Find a partition of the given parastrophically closed set of invertible func-
tions into parastrophically closed subsets with respect to the given property.

The second author [1] solved this problem for group isotopes with respect to parastrophic symmetry
group. Here we consider a partition of group isotopes on an arbitrary carrier with respect to the
property of linearity. Let (Q; ·) be a group isotope and 0 be an arbitrary element of Q, then the right
part of the formula x · y = αx + a + βy is called a 0-canonical decomposition, if (Q; +, 0) is a group
and α0 = β0 = 0. An arbitrary element b uniquely defines b-canonical decomposition of an arbitrary
group isotope [2].

In this case: the element 0 is a defining element ; (Q; +) is a decomposition group; a is its free member ;
α is its left, i.e., 2-coefficient ; β is its right, i.e., 1-coefficient ; Jαβ−1 is its middle, i.e., 3-coefficient.

An isotope of an arbitrary group with a canonical decomposition x · y = αx+ a+ βy is called
• (strictly) i-linear, if the i-coefficient is an automorphism of the decomposition group, where
i = 1, 2, 3 (another coefficients are neither automorphism nor anti-automorphism);
• (strictly) i-alinear, if the i-coefficient is an anti-automorphism of the decomposition group,
where i = 1, 2, 3 (another coefficients are neither automorphism nor anti-automorphism);
• semi-linear or one-sided linear, if it is i-linear for some i = 1, 2, 3;
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• semi-central or one-sided central, if it is semi-linear and its decomposition group is commutative;
• central if it is linear and its decomposition group is commutative;
• semi-alinear or one-sided alinear, if it is i-alinear for some i = 1, 2, 3;
• ij-linear, if it is i-linear and j-linear; linear, if it is i-linear and j-linear for some i 6= j;
• alinear, if it is i-alinear for all i, j ∈ {1, 2, 3}.
• anti-linear, if all its coefficients are neither automorphism nor anti-automorphism.

Theorem 1. All group isotope operations on an arbitrary carrier is parted into the following paras-
trophically closed blocks: 1) strictly semi-linear operations whose decomposition groups are not commu-
tative; 2) strictly semi-alinear operations whose decomposition groups are not commutative; 3) linear
operations whose decomposition groups are not commutative; 4) alinear operations whose decomposition
groups are not commutative; 5) strictly semi-central operations; 6) central operations; 7) anti-linear
operations.

Theorem 2. Let i ∈ {1, 2, 3} and σ ∈ S3. If a group isotope is i-linear (i-alinear), then its σ-
parastrophe is iσ−1-linear (iσ−1-alinear).

Quasigroups with linearity form 14 varieties: 1) three pairwise parastrophic vatieties of one-sided
linear quasigroups: left L`, right Lr and middle Lm; 2) three pairwise parastrophic vatieties of one-
sided alinear quasigroups: left La`, right Lar and middle Lam; 3) three pairwise parastrophic vatieties
of linear quasigroups: left-right linear L`r (consequently they are middle alinear), left-middle linear L`m
(consequently they are right alinear) and right-middle Lrm linear (consequently they are left alinear);
4) a variety consisting of all left-right-middle alinear quasigroups La; 5) three pairwise parastrophic
vatieties of one-sided central quasigroups: left L`c, right Lrc and middle Lmc; and 6) the variety of all
central quasigroup Lc. The varieties form the following semi-latice.

Ll Lr Lm Lma Lra Lla

Llr Llm Lrm Llc Lrc Lmc La

Lc
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Let D be a domain in C and µ : D → C be a measurable function with |µ(z)| < 1 a.e. in D. The
linear PDE

fz = µ(z)fz. (1)
is called the Beltrami equation; here z = x+ iy,

fz =
1

2
(fx + ify), fz =

1

2
(fx − ify).

The function µ is called the complex dilatation.
Let σ : D → C be a measurable function, and m ≥ 0. We consider the following nonlinear equation

fr = σ(reiθ) |fθ|m fθ, (2)

written in the polar coordinates (r, θ). Here fr and fθ are the partial derivatives of f in r and θ,
respectively, satisfying

rfr = zfz + z̄fz̄ , fθ = i(zfz − z̄fz̄).
The equation (2) in the Cartesian coordinates has the form

fz̄ =
A(z)|zfz − z̄fz̄|m − 1

A(z)|zfz − z̄fz̄|m + 1

z

z̄
fz , (3)

where A(z) = σ(z) |z| i.
Note that in the case m = 0, the equation (2) is the usial Beltrami equation (1) with the complex

dilatation
µ(z) =

z

z̄

A(z)− 1

A(z) + 1
.

Let B = {z ∈ C : |z| < 1}.

Theorem 1. Let f : B → B be a regular homeomorphic solution of the equation (2) which belongs to
Sobolev class W 1,2

loc , and normalized by f(0) = 0. Assume that the coefficient σ : B → C satisfies the
following condition

lim inf
r→0

 1

πr2

∫∫
|z|<r

dxdy

|z| (Imσ(z))
1

m+1


m+1

≤ σ0 <∞ .

Then
lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

≤ cm σ
1
m
0 <∞ ,

where cm is a positive constant depending on the parameter m.
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The idea of loess as a natural multi-fractal was formed in the works of Bird [1], Russell [2]. On the
basis of the fractal characteristics of the pore and particle structure, there were obtained theoretical
models describing diffusion, deformation of the compaction and the shift of the medium [3], [4]. In [2]
the distribution function Ns(L > ds) of the particles sizes is defined as the number of particles of the
size L such that L > ds, where ds runs over the real numbers. The fractal dimension of the particle
size distribution function is defined as follows

Ds = lim
ds→0

− ln(Ns(L > ds))

ln(ds)

In the presented paper we study subsidence of soils, which are eluvial, eluvial-deluvial loess-like
deposits of the Middle-Upper Pleistocene age, lying on the Right-Bank Loess Upland Plain (Middle
Dnieper, Ukraine). Under some additional conditions of fractal nature of the loess soil and developing
methods introduced in our paper [5] we obtained certain predictive estimations of the coefficient of
porosity after the disintegration of micro-aggregates.

. The particles forming the ground may have only a finite set of sizes. We denote these sizes
d1, d2, ..., dn−1, dn ranging in decreasing order from the largest. We assume that α = αj = dj/dj−1,
where 2 6 j 6 n , does not depend on j. This assumption corresponds to the idea of the self-similarity
of fractal structures. In addition, all known mathematical fractals are constructed on this principle.
Then we put β1 = 1 and β2 = (dj/dj−1)3−Ds − (dj/dj−1)3 = α3−Ds − α3, where 2 6 j 6 n and Ds is
the fractal dimension of the particle size distribution function. As the structures formed by particles
of a fixed size are self-similar, we also assume that all these structures have the same coefficient of
porosity kp as well as the same porosity Kp = kp/(1 + kp). We discovered that under such conditions
two different situations may occurred.

Theorem 1. In the above denotations, two different situations may occurred:
1. If Kp > β2, then

e1 = ((1 + kp)d1
3−Ds)/(d1

3−Ds + β2(
∑n

j=2
dj−1

3−Ds))− 1

is the porosity coefficient after the disintegration of micro-aggregates.
2. If Kp < β2, then

e1 = ((1 + kp)dn
3−Ds + (d1

3−Ds + β2(
∑n

j=2
dj−1

3−Ds)))/(d1
3−Ds + β2(

∑n

j=2
dj−1

3−Ds))− 1

is the porosity coefficient after the disintegration of micro-aggregates.

Applying the obtained estimations for e1 , we can obtain a predictive estimate of the volume defor-
mation by the following formula: ε = e1 − e0 , where e0 is the - coefficient of porosity in the initial
(natural) state and e1 is the predicted value of the porosity coefficient. The results of our experiments
and calculations show that on the basis of a new theoretical models and the "Microstructure" tech-
nique, having the values of the fractal dimension of the particle size distribution function, it is possible
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to forecast the volume deformations after the disintegration of the micro-aggregates.. Depending on
the type of loess soil and the specific experimental conditions, this may be the amount of subsidence
deformation, swelling or suffusion.
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Presented work studies subspace of all primitives PB(n) in B(n) = (A(n− 1)/A(n))∗, with respect
to the coaction φ∗n : B(n) → A∗ ⊗ B(n), where the primitives are those elements α ∈ B(n) for
which φ∗n(α) = 1 ⊗ α, here A∗ is dual Steenrod algebra. Modules B(n) were studied in [5, 6, 7].
Works [1, 2, 3, 4, 7] contain all useful notions and results: [3] studies structures of modules over
Steenrod algebra A and their duals in dual Steenrod algebra A∗ [2, 4]; [1] studies modules A(n) over
A generated by annihilators of cohomology classes with degrees no greater then n and A(n)∗ is the
corresponding dual module of A(n); In [5, 7], A(n)+ is defined as annihilators of cohomology operations
with excess greater then n, proved that as vector space over Zp it is generated by all monomials of
A∗ with multiplicity no greater then n and A(n)+ can be considered both left and right comodule
over A∗. The filtration described in [6] Theorem 1 property 2 and 3 yields PB(n) =

⋃
t PB(n)t and

PB(n)t =
⊕

s PB(n)st , where s is the number of τ operations and where t is the biggest index of such
operations. By property 4 Theorem 1 follows: P (B(n)t/B(n)t−1) ' PB(n− 1)t−1. Found properties
of PB(n)t can be shortly summarized here:

Theorem 1 (Properties of PB(n)t spaces ). (1) PB(n) =
⋃
t PB(n)t and the following dia-

gram is commutative with exact rows and columns:

0 // PB(n)t−1
� � it−1 //

� _

��

PB(n)t
πt //

� _

��

PB(n− 1)t−1� _

��
0 // B(n)t−1

� � it−1 //

φn
����

B(n)t
πt // //

φn
����

B(n− 1)t−1
//

φn−1
����

0

0 // A∗
⊗
B(n)t−1

� �Id⊗it−1// A∗
⊗
B(n)t

Id⊗πt// // A∗
⊗
B(n− 1)t−1

// 0

Here all denoted maps are induced by maps defined in Theorem 1 property 4 [6].

(2) For even n: PB(n)−1 = PB(n)0 = 〈ξn/21 〉; for odd n: PB(n)0 = 〈ξ
n−1

2
1 τ0〉.

(3) PB(n)t =
⊕

s PB(n)st and the following diagram is commutative with exact rows and columns:

PB(n)st−1
� �

ist−1 //
� _

��

PB(n)st
πst //

� _

��

PB(n− 1)s−1
t−1� _

��
B(n)st−1

� �
ist−1 //

φn
����

B(n)st
πst // //

φn
����

B(n− 1)s−1
t−1

φn−1
����

A∗
⊗
B(n)st−1

� �
Id⊗ist−1// A∗

⊗
B(n)st

Id⊗πst// // A∗
⊗
B(n− 1)s−1

t−1

Here all denoted maps are induced ones as in (1).
(4) Composition of maps

PB(n)s,degt
� � //B(n)s,deg // //B(n)s,deg/(I ∩B(n)s,deg)
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is monomorphism, here I = 〈ξ2, ξ3, ξ4, · · · 〉 is ideal in A∗, where deg is degree. The dimension
of B(n)s,deg/(I ∩B(n)s,deg) is less or equal 1.

(5) dim(PB(n)s,degt ) ≤ 1.
(6) For map PB(2m+ 1)t

πt−→ PB(2m)t−1, ξm1 ∈ Im(π0) and for t > 0: ξm1 /∈ Im(πt); if s > 1 and
α ∈ PB(n)st then α = α′τ0.

(7) Denote J(n)s,deg = B(n)s,deg/(I ∩B(n)s,deg) then the following diagram is commutative:

PB(n)s,degt

πs,degt // //
� _

��

PB(n− 1)
s−1,deg−|τt|
t−1� _

��

B(n)s,degt

πs,degt // //

jn
����

B(n− 1)
s−1,deg−|τt|
t−1

jn−1
����

J(n)s,deg J(n− 1)s−1,deg−|τt|

These properties may be useful to find bases of PB(n)s,degt spaces and PB(n) basis as result.
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Let B1(O) be the unit ball in Rn, n ≥ 2 with center at the origin O and G ⊂ Rn \ B1(O) be
an unbounded domain with the smooth boundary ∂G. We assume that there exists R � 1 such
that G = G0 ∪ GR, where G0 is a bounded domain in Rn, GR = {x = (r, ω) ∈ Rn| r ∈ (R,∞),
ω ∈ Ω ⊂ Sn−1, Sn−1 is the unit sphere}.

Figure 0.1. An unbounded cone-like domain

We consider the following linear problem :
∂
∂xi

(
aij(x)uxj

)
+ bi(x)uxi + c(x)u = f(x), x ∈ G;

α(x)∂u∂ν + 1
|x|γ

(
x
|x|

)
u = g(x), x ∈ ∂G;

lim
|x|→∞

u(x) = 0;

(L)

here ∂
∂ν = aij(x) cos(~n, xi)

∂
∂xj

, where ~n denotes the unit outward with respect to G normal to
∂G, γ(ω) is positive bounded piecewise smooth function on ∂Ω such that γ(ω) ≥ γ0 > 0 and

α(x) =

{
0, if x ∈ D;
1, if x 6∈ D, D ⊆ ∂G is the part of the boundary ∂G, where the Dirichlet boundary

condition is posed.
We assume that the following conditions are fulfilled :
(a) the condition of uniform ellipticity :

νξ2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ µξ2 ∀x ∈ G, ∀ξ ∈ Rn;

ν, µ = const > 0 and lim
|x|→∞

aij(x) = δji
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;
(b) aij(x) ∈ C0(G), bi(x) ∈ Lp(G), p > n; for them holds inequalities√√√√ n∑

i,j=1

|aij(x)− δji |2 ≤ A
(

1

|x|

)
, |x|

(
n∑
i=1

|bi(x)|2
) 1

2

≤ A
(

1

|x|

)
, x ∈ GR,

where A(t), t ≥ 0 is a monotonically increasing, nonnegative function, continuous at zero and
lim
r→∞

A
(

1
r

)
= 0;

(c) 0 ≥ c(x) ∈ Lp/2(G) ∩ L2(G);
(d) f(x) ∈ Lp/2(G) ∩ L2(G);
(e) there exist numbers f1 ≥ 0, g1 ≥ 0, s > 0 such that |f(x)| ≤ f1|x|−s−2, |g(x)| ≤ g1|x|−s−1.

In [1] we investigated the behaviour of weak solutions to the problem (L) in a neighborhood of
infinity assuming that the function A(t) is Dini-continuous at zero in the meaning that the integral
d∫
0

A(t)
t dt is finite for some d > 0. More precisely, we obtained the following theorem:

Theorem 1. If the function A(t) from assumption (b) is Dini-continuous at zero, then

|u(x)| ≤ C0

(
‖u‖2,G + f1 +

1
√
γ0
g1

)
·

 |x|
λ− , if s > −λ−;

|x|λ− ln |x|, if s = −λ−;
|x|−s, if 0 < s < −λ−,

where λ− =
2−n−

√
(n−2)2+4ϑ

2 , ϑ is the smallest positive eigenvalue of the eigenvalue problem for the
Laplace-Beltrami operator on the unit sphere.

In [3] our aim was to derive the estimate of the weak solution modulus for our problems near the
infinity under assumption that leading coefficients of the equations do not satisfy the Dini-continuity
condition. We obtained the following result:

Theorem 2. Let u(x) be a weak solution of problem (L) and assumptions (a)-(e) be satisfied with A(t)
which is not Dini-continuous at zero. Then for all ε > 0 there are R � 1 and a constant Cε > 0
such that for all x ∈ GR

|u(x)| ≤ Cε
(
‖u‖2,G + f1 +

1
√
γ0
g1

)
·
{
|x|λ−+ε, if s ≥ −λ−;
|x|−s, if 0 < s < −λ−.
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[1] Damian Wísniewski. Boundary value problems for a second-order elliptic equation in unbounded domains. Annales
Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia Mathematica, IX (2010) , 87–122
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The precursors of decimal numbers were sexadecimal numbers of Babylonians [1, 240]. In their
fractions, the number 60 and its natural powers served as the denominator. These fractions were
called physical or astronomical because this number system was widely used in astronomy right up to
Renaissance.

The decimal number system has already been used in ancient China in the III-rd century BC. Liu
Hui, Chinese mathematician of that time, recommended to use fractions with 10, 100, etc. as the
denominator while extracting square roots. He meant the following rule:

√
a =

1

10n

√
a102n.

The first systematic presentation. The theory of decimal numbers was systematically ex-
pounded by Samarkand mathematician Giyas-ad-din Jamshid ibn Mas’ud al-Kashi in his work ’The
Key to Arithmetics’ in the first half of the XVth century. He gave rules of arithmetics of decimals,
the rules for converting sexadecimal numbers to decimal ones. However, his works were unknown in
Europe. Al-Kashi separated the integer part of a number from its fractional part by a vertical line, he
inscribed its decimal place above each digit and etc.
Decimal numbers in Europe. In Europe the idea of decimal numbers was systematically devel-

oped by I. Bonfis from Tarascon (Southern France) in the mid of the XIV-th century. He described the
system of fractions in which 1 = 10 primas, 1 prima = 10 seconds, etc., and briefly explained the rules
of the basic operations on these fractions in his manuscript [2, 360]. Bonfis’s work called ’The Way
of Division’ was discovered only in the 20-th century. First decimal numbers in Europe were written
as integers in a certain agreed scale. For example, the trigonometric tables of Regiomontan (1467)
contained values magnified by 100, 000 and then rounded up to the nearest integer.

The discovery and promotion of decimals in Europe is a merit of Flemish engineer S. Stevin. He
published his brochure ’De Thiende, La Disme’ in 1585, where he introduced the decimal system of
monetary units, measures, weights as the natural completion of the idea of decimal numbers [1, 243].
Stevin indicated the digit place by an encircled number after each digit (or above it). First using the
decimal point for writing decimal numbers occurred in 1592 [3, 56].

J. Wallis continued the work on the theory of decimal numbers. He proved that the fraction with the
denominator 2m5n can be turned into a finite decimal fraction in his ’Treatise on Algebra’ in 1685. In
the XVIII century German mathematician J. Lambert proved that a purely periodic decimal fraction
can be turned into a usual fraction, i.e. it is a rational number [2, 367]. Deep properties of periodic
decimal fractions were described in K. Gauss’s ’Arithmetic Studies’. For example, Gauss proved that
the largest number of digits in the period for the fraction p

q , where q is a prime number, is less or equal
q − 1 [4, 109].
Justification of the theory of decimal fractions. In the ХIX century German mathematician

Karl Weierstrass considered decimal numbers as a model of the system of real numbers.
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In this paper, Theorem 1 and Theorem 2 on weighted mean summability methods of Fourier se-
ries have been generalized for |A, pn|k summability factors of Fourier series by using different matrix
transformations. New results have been obtained dealing with some other summability methods.

Theorem 1. Let (pn) be a sequence such that

Pn = O(npn) (1)
Pn∆pn = O(pnpn+1). (2)

If ϕ1(t) is of bounded variation in (0, π) for any x ∈ (−π, π) and (λn) is a sequence such that

∞∑
n=1

1

n
|λn|k <∞ (3)

and
∞∑
n=1

|∆λn| <∞, (4)

then the series
∑
Cn(t)λnPnnpn

is summable | N̄ , pn |k, k ≥ 1

(taken from [2]).

Theorem 2. If the sequences (pn) and (λn) satisfy the conditions (1)-(4) of Theorem 1 and

Bn ≡
n∑
v=1

vav = O(n), n→∞, (5)

then the series
∑
an

λnPn
npn

is summable | N̄ , pn |k, k ≥ 1(taken from [2]).

Lemma 3. If ϕ1(t) is of bounded variation in (0, π) for any x ∈ (−π, π), then∑
vCv(x) = O(n) as n→∞ (6)

(taken from [11]).

Lemma 4. If the sequence (pn) such that conditions (1) and (2) of Theorem 1 are satisfied, then

∆

{
Pn
pnn2

}
= O

(
1

n2

)
(7)

(taken from [2]).
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The local property problem of the factored Fourier series plays an important role in many areas
of applied mathematics and mechanics. The convergence of Fourier series at any point t = x is a
local property of the generating function f . Hence, the summability of this series at the point by
any regular linear summability method is also a local property of f . Mazhar [5] proved the following
theorem concerning the local property of the summability | N̄ , pn |k of Fourier series

Theorem 1. Let (pn) satisfy the following conditions:{
pn
Pn

}
↓ (1)

P2n

p2n
= O

(
Pn
pn

)
(2)

∞∑
n=1

pn
nPn

<∞ (3)

and
∞∑
n=1

|Cn(x)|kpn
Pn

<∞, (4)

then the summability | N̄ , pn |k of
∑
Cn(t) depends only on the behaviour of the generating function at

the point t = x.

In this paper, we propose to examine the local property of the summability | N̄ , pn, θn |k of Fourier
series.
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У тривимiрному евклiдовому просторi розглядаємо однозв’язну поверхню S ∈ C4 вiд’ємної га-
уссової кривини та її ареальну нескiнченно малу деформацiю першого порядку (А-деформацiю),
при якiй сiтка асимптотичних лiнiй зберiгається з точнiстю до малих порядку вище першого
вiдносно параметра деформацiї.

Попередньо вiдзначимо, що при А-деформацiях варiативнi властивостi сiток (асимптотичних
лiнiй, лiнiй кривини або ж лiнiй скруту (LGT)) ранiше дослiджувалися в основному за умови
стацiонарностi довжин їх лiнiй.

Легко бачити, що при означених у назвi обмеженнях поверхня не може допускати нетривi-
альних нескiнченно малих згинань. Але у випадках ареальної або ж квазiареальної деформацiй
постановка такого роду задачi незалежно вiд її кiнцевого результату, на наш погляд, має сенс.

Поле змiщення U(x1, x2) при А-деформацiї шукаємо з векторної системи рiвнянь

Ui = ciαT
αβrβ + ciαT

αn,

при цьому звiвши задачу до однорiдної системи двох диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними другого порядку вiдносно Tα, α = 1, 2,(

dαγT β,γ

)
,α

+
(
dβγTα,γ

)
,α

+ 2bβαT
α = 0. (1)

В iнварiантнiй формi знаходимо деякий ненульовий розв’язок системи (1) та встановлюємо
необхiдну i достатню умову iснування нетривiальної (тривiальної) А-деформацiї зi стацiонарною
сiткою асимптотичних лiнiй.

Позначення основних геометричних величин поверхнi запозичено з монографiї [1] I. Н. Векуа.
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Задача вiдновлення поверхнi за її грассмановим образом зводиться до доведення iснування
розв’язку диференцiального рiвняння другого порядку у частинних похiдних. Ця задача розв’я-
зувалась як локально, так i в глобальному аспектi у евклiдовому просторi [1] та у просторi Мiн-
ковського [2]. У роботi [3] розглядається задача вiдновлення поверхнi з краєм у евклiдовому
просторi, що має заданий грассманiв образ.

Нами розв’язана задача вiдновлення двовимiрної неiзотропної поверхнi з краєм простору Мiн-
ковського за її грассмановим образом. Доведена можливiсть вiдновлення такої часоподiбної по-
верхнi V 2 класу C2 в 1R4, яка бiєктивно проектується на часоподiбну поверхню Ṽ 2 тривимiрного
простору 1R3, причому Ṽ 2 має бiєктивний сферичний образ. Тодi поставлену задачу можна по-
чати з вiдновлення поверхнi Ṽ 2, яка при вказаних умовах повнiстю визначається своєю опорною
функцiєю. Вказанi вимоги можна задовольнити наступним чином. Розглянемо центральне прое-
ктування iз центру сфери одиничного радiусу простору 1R3 на дотичну до неї площину в точцi
O(0, 0, 1). Центральне проектування є гомеоморфiзмом пiвсфери i областi на дотичнiй площинi,
декартовi координати x, y точок якої задовольняють умову x2−y2 < 1. Саме цi декартовi коорди-
нати оберемо в якостi внутрiшнiх координат шуканої поверхнi. Для отримання рiвняння вiдносно
опорної функцiї (основного рiвняння) рухомий репер (f̄1, f̄2, f̄3, f̄4) простору Мiнковського оби-
раємо спецiальним чином, пов’язуючи його з розглянутою пiвсферою. Помiстивши вектори f̄1, f̄2

у дотичну площину поверхнi V 2, а вектори f̄3, f̄4 – у її нормальну площину, отримаємо рухомий
репер поверхнi V 2.

Якщо поверхню V 2 задавати радiус-вектором r̄(x, y) = (z1(x, y), z2(x, y), z3(x, y), z4(x, y)), а
тривимiрний простiр 1R3 рiвнянням z4 = 0, то поверхня Ṽ 2 має векторне рiвняння r̄1(x, y) =
(z1(x, y), z2(x, y), z3(x, y), 0). У випадку часоподiбної поверхнi основне рiвняння набуває вигляду

Ayhxx − (Ax +By)hxy +Bxhyy = 0,

в якому коефiцiєнтами є частиннi похiднi функцiй A = −(kλn + xy
n µ), B = nµ вiд локальних

координат x, y, λ, µ грассманового многовиду, k =
√

1− x2 + y2, n =
√

1 + y2. Введемо ще по-
значення a =

√
1 + µ2 − λ2. Заданий грассманiв образ будемо задавати явними рiвняннями

λ = λ(x, y), µ = µ(x, y). Зрозумiло, що використання спецiалiзованого рухомого реперу визна-
чає певний вигляд плюкерових координат грассманового образу. Має мiсце

Теорема 1. Нехай Γ2 ⊂S PG(2, 4) – двовимiрна поверхня в 3R6, задана радiус-вектором

σ̄(x, y) = (
yA+ xB

ak
,
A

ak
,
x

ak
,− B

ak
,
y

ak
,

1

ak
),

де x, y – координати на пiвсферi S2 одиничного радiусу. Нехай Ω – область на S2, обмежена
двома кривими, якi є перетинами пiвсфери площинами, що проходять через її дiаметр; Ω′ –
проекцiя областi Ω на дотичну площину до S2 . Функцiї A(x, y), B(x, y) є функцiями класу C2
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в областi Ω′ й разом зi своїми похiдними до другого порядку включно обмеженi в Ω′. Нехай
виконуються умови

D = 4AyBx − (Ax +By)
2 < 0,

minΩ′{|4AyBx − (Ax +By)
2|, |Ay|, |Bx|} ≥ n0 = const > 0

i нехай на однiй iз кривих l, що обмежують область Ω, задана неперервна функцiя R̄(s) =
(R1(s), R2(s), R3(s), R4(s)), R3

s = −aoR1
s − sR2

s, R4
s = −A|lR1

s +B|lR2
s, ao = const. Тодi iснує єдина

двовимiрна регулярна часоподiбна поверхня V 2 класу C1 в 1R4 така, що її грассманiв образ
збiгається з поверхнею Γ2 й край поверхнi V 2 збiгається з кривою R̄ = R̄(s).

Перша з умов теореми визначає гiперболiчний тип основного рiвняння. Доведена також мо-
жливiсть вiдновлення просторовоподiбної поверхнi за її грассмановим образом.
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Двоточкова нелокальна задача для систем рiвнянь iз частинними
похiдними над полем p-адичних чисел

Антон Кузь
(Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я.С.Пiдтригача НАН України)

E-mail: kuz.anton87@gmail.com

Одним iз важливих напрямкiв сучасної теорiї крайових задач для рiвнянь iз частиними по-
хiдними, який активно розвивається упродовж останнiх десятилiть, є вивчення властивостей
розв’язкiв таких задач iз p-адичними змiнними. Мотивацiєю до розв’язування крайових (в тому
числi нелокальних) задач для рiвнянь та систем рiвнянь iз частиними похiдними над неархiмедо-
вим полем p-адичних чисел, що є поповненням поля рацiональних чисел за p-адичною нормою,
є стрiмких розвиток p-адичної математичної фiзики, зокрема дослiдження p-адичних моделей
квантової механiки, теорiї гравiтацiї тощо [1, 2, 4]. Основою цього альтернативного роздiлу мате-
матичної фiзики слугує iдея В.С.Владiмiрова та I.В.Воловiча [1], що на планкiвських вiдстанях
структура простору-часу повинна описуватися неархiмедовим полем p-адичних чисел.

Нехай p – просте число, Qp – поповнення [3] поля рацiональних чисел за p-адичною нормою
| · |p; Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1}, Hk(x) = (−1)kex

2
(d/dx)k e−x

2 , k ∈ Z+, – полiноми Ермiта;
L2(Qp, w(x)dx), w(x) = e−x

2 , – простiр усiх рядiв f(x) =
∑∞

k=0 fkHk(x), для яких
lim
k→∞

|fk|p
√
|k!2k|p = 0; A(Zp;L2(Qp, w(x)dx)) – простiр усiх рядiв u(t, x) =

∑∞
k=0 uk(t)Hk(x), де

uk(t), k ≥ 0, – аналiтичнi функцiї на Zp, для яких lim
k→∞

max
t∈Zp
|uk(t)|p

√
|k!2k|p = 0; норми в просторах

L2(Qp, w(x)dx) та A(Zp;L2(Qp, w(x)dx)) визначаються рiвностями [4]

‖f ;L2(Qp, w(x)dx)‖ = max
k
|fk|p

√
|k!2k|p,

‖u;A(Zp;L2(Qp, w(x)dx))‖ = max
k

max
t∈Zp
|uk(t)|p

√
|k!2k|p.

L2(Qp, w(x)dx) – простiр вектор-функцiї ~v = col(v1, v2) таких, що vj ∈ L2(Qp, w(x)dx)), для ко-
жного j = 1, 2, iз нормою ‖v;L2(Qp, w(x)dx)‖ = maxj ‖vj ;L2(Qp, w(x)dx)‖. Простiр
A(Zp;L2(Qp, w(x)dx)) означуємо аналогiчним чином.

У данiй роботi розглядаємо таку двоточкову нелокальну задачу
∂2~u(t, x)

∂t2
+ B1A(∂/∂x)

∂~u(t, x)

∂t
+ B2A

2(∂/∂x)~u(t, x) = 0, t ∈ Zp, x ∈ Qp, (1)

∂j−1~u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=0

− µ ∂j−1~u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=T

= ~ϕj(x), j = 1, 2, (2)

де ~u(t, x) = col(u1(t, x), u2(t, x)) a1, . . . , an, µ ∈ Qp, A(∂/∂x) = −∂2/(∂x2) + 2x∂/∂x, T ∈ Zp, T 6= 0,
B1,B2 – квадратнi матрицi з p-адичними елементами.

Встановлено умови iснування єдиного розв’язку задачi (1), (2) в просторi A(Zp;L2(Qp, w(x)dx)),
який неперервно залежить вiд функцiй ~ϕ1, ~ϕ2 ∈ L2(Qp, w(x)dx).
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Геометричнi засоби допомагають вивчати збiжнi та розбiжнi числовi ряди, їх швидкiсть збiжно-
стi i "розподiл"сум пiдрядiв на числовiй прямiй. А це дозволяє властивостi рядiв iнтепретувати
у тополого-метричних термiнах, , а також в термiнах теорiї фракталiв (фрактальної геометрiї
та фрактального аналiзу). Початком дослiджень в галузi геометрiї числових рядiв є робота Ка-
кея [1]. З цих пiр теорiя суттєво збагатилась i сьогоднi магiстральними напрямами її розвитку
слiд вважати:

1) пошук критерiїв нiде не щiльностi, нуль-мiрностi та канторвальностi [4];
2) встановлення фрактальних характеристик множин пiдсум абсолютно збiжних рядiв [2, 5];
3) вивчення властивостей арифметичних сум (скiнченних та нескiнченних) числових мно-

жин [2], а також
4) знаходження застосувань тополого-метричних властивостей рядiв i теорiї розподiлiв випад-

кових величин (нескiнченнi згортки Бернуллi) та ймовiрнiснiй теорiї чисел [4].

Означення 1. Неповною сумою (пiдсумою) заданого збiжного числового ряду
∞∑
n=1

un = u1 + u2 + ...+ un + ... . (1)

залежною вiд множини M ⊂ N, називається число

x = x(M) =
∑

n∈M⊂N
un =

∞∑
n=1

unεn, де εn =

{
1, якщо n ∈M,
0, якщо n /∈M.

Означення 2. Множиною (всiх) неповних сум (множиною пiдсум) ряду (1) називається мно-
жина

E(un) =

{
x : x =

∞∑
n=1

εnun, (εn) ∈ A∞, A = {0, 1}

}
.

Добре вiдомо, що множина неповних сум ряду є континуальною, досконалою множиною одного
з наступних топологiчних типiв:

1) скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв;
2) гомеоморфною множинi Кантора (додатної або нульової мiри Лебега);
3) канторвалом – множиною гомеоморфною множинi неповних сум ряду

3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+

3

43
+

2

43
+ ... , (2)

яка є специфiчним об’єднанням вiдрiзкiв i нiде не щiльної множини. Необхiднi i достатнi умови
належностi кожному з двох останнiх типiв сьогоднi невiдомi, хоча вiдомi деякi достатнi умови.
Для окремих вузьких класiв рядiв критерiї також є вiдомими.

Зауважимо, що ряд (2) є результатом додавання двох рядiв, якi є сумами всiх членiв нескiнчен-
но спадних геометричних прогресiй. Їх множини неповних сум просто виражаються у термiнах
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четвiркового зображення чисел, а саме:

E′
(

3

4n

)
= {x : x =

∞∑
n=1

αn
4n
≡ ∆4

α1α2...αn..., αn ∈ {0, 3}},

E′′
(

2

4n

)
= {x : x =

∞∑
n=1

αn
4n
≡ ∆4

α1α2...αn..., αn ∈ {0, 2}}.

Для арифметичної суми цих множин виконується рiвнiсть

E′
(

3

4n

)
⊕ E′′

(
2

4n

)
= E

(
3

42k−1
+

2

42k

)
.

Об’єктом нашого розгляду є структурнi та тополого-метричнi властивостi множини неповних
сум ряду (2) i розподiлу випадкової величини

ξ =
3η1

4
+

2η2

4
+

3η3

42
+

2η4

42
+ ...+

3η2k−1

4k
+

2η2k

4k
+ ... =

∞∑
n=1

τn
4k
, (3)

де (ηk) – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень 0 та 1 з ймо-
вiрностями p

′
0k та p′1k вiдповiдно. Тодi (τk) – послiдовнiсть випадкових величин, якi набувають

значень 0, 2, 3, 5 вiдповiдно з ймовiрностями:

p0k = p
′
0,2k−1 · p

′
0,2k, p2k = p

′
0,2k−1 · p

′
1,2k, p3k = p

′
1,2k−1 · p

′
0,2k, p5k = p

′
1,2k−1 · p

′
1,2k.

Зауважимо, що розподiл випадкової величини ξ належить до класу нескiнченних згорток Бер-
нуллi, вивчення яких ведеться бiльше ста рокiв i чимало проблем, з ними пов’язаних, до цих пiр
чекають на своє вирiшення [4].

Зауважимо також, що випадкова величина ξ за формою є випадковою величною, представ-
леною четвiрковим розкладом (в четвiрковiй системi числення) з нестандартним набором цифр
{0, 2, 3, 5} ≡ A∗, якi є незалежними випадковими величинами.

Симетрiї алфавiту A∗ в значнiй мiрi iндукують структурнi властивостi спектра Sξ (множини
точок росту функцiї розподiлу Fξ, що рiвносильно мiнiмального замкненого носiя розподiлу).

Пропонуються результати дослiдження лебегiвської структури розподiлу випадкової величини
ξ (вмiст дискретної, абсолютно неперервної та сингулярно неперервної компонент); автомодель-
них властивостей спектра розподiлу; поведiнки модуля характеристичної функцiї, тобто значення

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)|, де fξ(t) = Meitξ =

∞∏
n=1

(p0n + p2ne
it2
4n + p3ne

it3
4n + p5ne

it5
4n );

автозгорток розподiлу тощо.

Теорема 3. Розподiл випадкової величини ξ має чистий лебегiвський тип, причому є
1) чисто дискретним тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏
n=1

max
i∈A∗
{pin} > 0; (4)

2) чисто сингулярним, якщо M = 0 i p2n · p3n = 0 ∀n ∈ N;
3) абсолютно неперервним, якщо p0n = p2n = p3n = p5n = 1

4 ∀n ∈ N.

Крiм вказаних об’єктiв дослiдження у доповiдi розглядається iншi числовi ряди, що володiють
певними властивостями однорiдностi, їх множини неповних сум та розподiли випадкових пiдсум
незалежними доданками або ж такими, що мають марковську залежнiсть.
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Про стацiонарнiсть довжин LGT -лiнiй при деформацiях поверхонь
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Нехай при нескiнченно малiй (н.м.) деформацiї першого порядку однозв’язної регулярної по-
верхнi, заданої у E3-просторi, диференцiал дуги кривої на нiй не змiнюється (в головному).

Тодi рiвняння
εijdx

idxj = 0, i, j = 1, 2 (1)

можна тлумачити як диференцiальне рiвняння лiнiй, що зберiгають свою довжину при н.м. де-
формацiї. Тут εij- варiацiї метричного тензора gij . Очевидно, у випадку εij = 0 рiвняння (1)
задовольняється довiльними диференцiалами dx1, dx2 i будь-яка крива на поверхнi зберiгає свою
довжину, що вiдповiдає н.м. згинанням.

Iз (1) випливає наступне: на будь-якiй регулярнiй поверхнi iснують два дiйсних однопараметри-
чних сiмейства лiнiй, що зберiгають свою довжину при н.м. деформацiї за умови ε212− ε11ε22 > 0.

У роботi [1] доведено, що на будь-якiй регулярнiй поверхнi без омбiлiчних точок iснують лiнiї
геодезичного скруту (LGT-лiнiї), диференцiальне рiвняння яких має вигляд:

hijdx
idxj = 0 i, j = 1, 2,

де hij = 2(Hgij − bij), bij-коефiцiєнти другої квадратичної форми, H-середня кривина поверхнi.
Будемо вимагати, щоб при н.м. деформацiї диференцiальне рiвняння LGT-лiнiй i лiнiй стацiо-

нарної довжини представляли на поверхнi один i той же геометричний образ.
Справедлива наступна

Теорема 1. Кожна н.м. деформацiя першого порядку регулярної однозв’язної поверхнi без омбi-
лiчних точок iз стацiонарними довжинами LGT-лiнiй завжди буде н.м. ареальною деформацiєю
(А-деформацiєю) першого порядку.

Слiд вiдзначити, що н.м. ареальнi деформацiї першого порядку зi стацiонарними довжинами
лiнiй геодезичного скруту вивчалися в роботi [2].
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Нехай у E3-просторi задана однозв’язна регулярна поверхня S класу C3 рiвнянням
r = r(x1, x2), де x1, x2-криволiнiйнi координати змiнної точки S.

Регулярне сiмейство поверхонь St, яке залежить вiд малого параметра t,

r̃(x1, x2, t) = r(x1, x2) + ty(x1, x2) (1)

зветься нескiнченно малою (н.м) деформацiєю першого порядку з вектором змiщення y(x1, x2)
класу C3.

Припустимо, що при н.м. деформацiї (1) лiнiї геодезичного скруту (LGT-лiнiї) [1] переходять
у лiнiї геодезичного скруту (в головному) i зберiгається повна гаусова кривина K поверхнi S.

Аналiтично задача про iснування таких н.м. деформацiй S зводиться до дослiдження i розв’я-
зування наступної системи рiвнянь вiдносно невiдомих Tαβ , Tα, µ, ψ:

Tαk,α − bkαTα = µαc
kα, bαβT

αβ + Tα,α = 0, cαβT
αβ = 0,

(cαihjβ + 2Hcβigαj)T
ij = (ψ + µ)hαβ + 2cαiT

i
,β − c

j
kgαβT

k
,j ,

ciαT
α
,jd

ij + 2µ = 0,

(2)

де gαβ, cαβ, hαβ - метричний, дискримiнантний та сiтковий тензори S вiдповiдно, H-середня кри-
вина, bαβ-коефiцiєнти другої квадратичної форми S, bkα = gkβbβα, g

αβ -елементи матрицi оберненої
до матрицi ||gij ||, dij = 1

K c
iαcjβbαβ, комою позначено коварiантне диференцiювання на базi gij ,

iндекси всюди приймають значення 1,2.
Через будь-який роз’язок системи рiвнянь (2) вектор змiщення набуває вигляду

y(M) =

∫
M0M

(
ciαT

αβrβ − µri + ciαT
αn
)
dxi + y0,

де криволiнiйний iнтеграл обчислюється вздовж будь-якої спрямної кривої, що належить S i
з’єднує довiльно фiксовану точку M0 iз змiнною точкою M . Векторне поле y при цьому буде
однозначною функцiєю (з точнiстю до сталого вектора y0), в силу однозв’язностi S.

Нехай S- мiнiмальна поверхня (H = 0).
Справедлива наступна

Теорема 1. Н.м. деформацiя першого порядку мiнiмальної поверхнi S iз стацiонарними LGT-
лiнiями i повною гаусовою кривиною цiлком визначається тензорами

Tαβ = −1

2

(
dαiT β,i + dβiTα,i

)
та функцiями µ = −ψ = −1

2ciαT
α
,jd

ij , якi представленi через контраварiантний вектор Tα, який
є розв’язком наступної системи рiвнянь:

Kαd
αiT β,i −Kd

αi
(
T β,i

)
,α

+K2dβαT
α = 0. (3)
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Очевидно, що система рiвнянь (3) завжди має розв’язок Tα = 0. Тодi вектор змiщення y =
const, що означає жорсткiсть поверхнi S при данiй н.м. деформацiї.

Позначимо T 1 = ψ(x1, x2), T 2 = ν(x1, x2) i вiднесемо поверхню S до лiнiй кривини, якi в даному
випадку утворюють iзотермiчну сiтку. Тодi система рiвнянь (3) набуде вигляду: ψ11 − ψ22 + aψ1 + bψ2 + cψ = 0,

ν11 − ν22 + dν1 + eν2 + fν = 0,
(4)

де a, b, c, d, e, f -вiдомi функцiї точки S. Кожне iз цих рiвнянь є однорiдним диференцiальним
рiвнянням другого порядку в частинних похiдних гiперболiчного типу. Будемо шукати iнтеграли
цих рiвнянь, якi приймають певнi значення

ψ

∣∣∣∣
x1+x2=x′0

= t1(x1 + x2), ψ

∣∣∣∣
x1−x2=y′0

= s1(x1 − x2)

для рiвняння (4.1) на характеристиках x1 + x2 = x′0 i x1 − x2 = y′0
i

ν

∣∣∣∣
x1+x2=x′′0

= t2(x1 + x2), ψ

∣∣∣∣
x1−x2=y′′0

= s2(x1 − x2)

для рiвняння (4.2) на характеристиках x1 + x2 = x′′0 i x1 − x2 = y′′0 .
Будемо рахувати, що функцiї

t1(x1 + x2), s1(x1 + x2), t2(x1 − x2), s2(x1 − x2)

мають неперервнi похiднi першого порядку i

t1(y′0) = s1(x′0), t2(y′′0) = s2(x′′0).

Згiдно задачi Гурса [2],яку ми отримали, кожнiй парi функцiй

t1(x1 + x2), s1(x1 − x2), t2(x1 + x2), s2(x1 − x2)

вiдповiдають єдинi розв’язки цих рiвнянь ψ(x1, x2) i ν(x1, x2) вiдповiдно.
Отже, має мiсце

Теорема 2. Кожна мiнiмальна поверхня допускає н.м. деформацiю зi стацiонарними LGT-
лiнiями та повною гаусовою кривиною. Вектор зсуву y(x1, x2) при цьому залежить вiд насту-
пних довiльних регулярних функцiй

t1(x1 + x2), t2(x1 + x2), s1(x1 − x2), s2(x1 − x2).
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У математицi та її рiзноманiтних застосуваннях використовується багато рiзних двосимволь-
них систем зображення чисел, якi грунтуються на розкладах чисел в ряди, ланцюговi дроби,
нескiнченнi добутки тощо. Такi системи кодування дiйсних чисел називаються аналiтичними.
Ряди, якi використовуються в якостi моделей дiйсних чисел в переважнiй бiльшостi є або до-
датними, або почережними. Ми пропонуємо нову систему, залежну вiд двох параметрiв, один з
яких є додатним, а iнший – вiд’ємним. Продуктивнiсть нового зображення iлюструється застосу-
ваннями.

Далi використовуватимемо позначення: As = {0, 1, ..., s−1} – алфавiт s-кової системи числення;
Ls = As ×As × ...×As × ... – простiр послiдовностей алфавiту.

Нехай g = (g0; g1), де 0 < g0 < 1, g0 − g1 = 1, g0 > −g1, δ0 ≡ 0, δ1 ≡ g0.

Лема 1. Для будь-якої послiдовностi (αn) ∈ L2 ряд

δα1 +
∞∑
k=2

(δαk

k−1∏
j=1

gαj ) =
∞∑
k=1

uk (1)

є збiжним i його сума належить вiдрiзку [0; g0].

Зауважимо, що має мiсце наступне очевидне твердження: значення виразу

δαn+1

n−1∏
j=1

gαj = un+1

є нулем, тодi i тiльки тодi, коли αn+1 = 0;
додатним число, якщо αn+1 = 1 i кiлькiсть одиниць серед чисел α1, α2, ..., αn є парним числом;
вiд’ємним числом, якщо αn+1 = 1 i кiлькiсть одиниць серед чисел α1, α2, ..., αn є непарним

числом. Тому, коли послiдовнiсть (αn) мiстить нескiнченну кiлькiсть 1, то ряд (1) мiстить нескiн-
ченну кiлькiсть як додатних, так i вiд’ємних членiв. Пiсля вилучення нульових членiв ряду (1) вiн
стане знакозмiнним (почережним), причому члени з непарними номерами додатнi, а з парними
– вiд’ємнi.

Теорема 2. Для будь-якого числа x ∈ [0; q0] iснує послiдовнiсть (αk) така, що

x = δα1 +

∞∑
k=2

(δαk

k−1∏
j=1

gαj ) ≡ ∆α1α2...αk.... (2)

Скорочений запис ∆α1α2...αk... ряду (2) i його суми x називається їх ∆-зображенням. При цьому
число αn = αn(x) називається n-ою цифрою цього зображення.

Переважна бiльшiсть чисел вiдрiзка [0; g0] має єдине ∆-зображення, злiченна множина чисел
має їх два, а саме: ∆01(0) = ∆11(0), ∆α1α2...αk−1αk11(0) = ∆α1α2...αk−1αk01(0).
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Геометрiю зображення дiйсних чисел (топологiчнi, метричнi та фрактальнi властивостi) в зна-
чнiй мiрi розкривають властивостi цилiндричних та хвостових множин, ергодичнi властивостi
оператора зсуву цифр, метрична незалежнiсть цифр та множин, частотнi характеристики, зокре-
ма, середнє значення цифр зображення тощо.

Означення 3. Цилiндром рангуm з основою c1c2 . . . cm для ∆-зображення називається множина

∆c1c2...cm ≡ {x : αi(x) = ci, i = 1,m}.

Якщо σm = c1 + c2 + ... + cm є парним числом, то цилiндр ∆c1...cm1(0) є вiдрiзком з кiнцями
a = ∆c1c2...cm1(0) i b = ∆c1c2...cm(0), якщо ж σm – число непарне, то

∆c1...cm = [b; a].

Тодi |∆c1...cm | = |b− a| = −g1

m∏
j=1

gcj , |∆c1...cmi| = |gi||∆c1...cm |.

Якщо σm = 2k, то sup ∆c1...cm0 = inf ∆c1...cm1.
Якщо σm = 2k − 1, то sup ∆c1...cm = inf ∆c1...cm0.
Мiра Лебега є iнварiантною мiрою оператора лiвостороннього зсуву цифр ∆-зображення, озна-

ченого рiвнiстю:
ω(∆α1α2...αk...) = ∆α2α3...αk....

Ця функцiя є кусково-лiнiйною i має вираз ω(x) = 1
gα1(x)

x− δα1(x)
gα1(x)

. Якщо Ni(x, n) – це кiлькiсть

цифр i серед перших n цифр ∆-зображення числа x, то границя (якщо вона iснує) lim
n→∞

Ni(x,n)
n =

νi(x), i ∈ {0; 1}, називається частотою цифри i у ∆-зображеннi числа x.

Теорема 4. Для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел x вiдрiзка [0; g0] мають мiсце
рiвностi:

ν0(x) = g0, ν1(x) = −g1.

Теорема 5. При τ0 6= g0 множина M [τ0, τ1] = {x : ν0(x) = τ0, ν1(x) = τ1} є фрактальною i її
розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича обчислюється за формулою:

α0(M [τ0, τ1]) =
ln τ τ00 τ τ11

ln gτ00 |g1|τ1
.

Теорема 6. Нехай g = (g0, g1, g2), де g0,−g1, g2 ∈ (0; 1), g0 > 0 < g2, q0 + q1 + q2 = 1. Неперервна
нiде не монотонна функцiя f , означена рiвнiстю

y = f(x) = f(∆3
α1α2...αn...) = δα1(x) +

∞∑
k=2

(δαk(x)

k−1∏
j=1

gαj(x)) = ∆G
α1α2...αn...,

δ0 = 0, δ1 = g0, δ2 = g0 + g1, ∆3
α1α2...αn... =

∞∑
n=1

3−4αn встановлює бiєктивне вiдображення

множини канторiвського типу C[∆3, {0, 1}] з фрактальною розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича
log3 2 на вiдрiзок [0; g0].

У доповiдi пропонуються розв’язки i iнших тополого-метричних та ймовiрнiсних задач, що
стосуються цього нового зображення дiйсних чисел
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У роботi M.M.Пейксото [1] ввiв поняття «розрiзнюючого графа», який ставиться у вiдповiд-
нiсть довiльному потоку Морса та довiв теорему про те, що даний граф є повним топологiчним
iнварiантом, який класифiкує потоки Морса на двовимiрних многовидах з точнiстю до топологi-
чної еквiвалентностi.

Нашою метою є узагальнити вiдомостi про даний iнварiант для поверхонь з межею та описати
процес побудови «розрiзнюючого графа» для потокiв Морса на зв’язних компактних поверхнях
зi зв’язною межею, заданих за допомогою хордових дiаграм. В якостi кола(видiленого циклу)
будемо розглядати межу поверхнi, а хордами будуть сепаратриси сiдлових точок межi.

Задача побудови iнварiанта Пейксото для деякого потоку Морса еквiвалентна задачi побудови
так званої системи обертання (rotation system) [2] для даного потоку. Опишемо процес побудови
системи обертання для потоку, заданого за допомогою хордової дiаграми.

Пронумеруємо всi ребра дiаграми та будемо по черзi розглядати особливi точки потоку. Нав-
коло кожної особливої точки опишемо коло достатньо малого радiуса. Проходячи по тiй частинi
кола, яка знаходиться всерединi дiаграми на своєму шляху ми будемо зустрiчати ребра, якi вхо-
дять або виходять iз особливої точки. Номера ребер записуємо до списку в такому порядку, в
якому вони зустрiчалися при обходi. Якщо в результатi розрiзання поверхнi по деякому ребру на
дiаграмi присутнi два ребра, якi ототожнюються, то в такому випадку при обходi деякої особли-
вої точки та проходi через одне з таких ребер ми переносимося на iнше та продовжуємо обхiд по
колу навколо вiдповiдної особливої точки, що еквiвалентна початковiй.

Отриманi списки, у кiлькостi яка дорiвнює кiлькостi особливих точок, i будуть складати си-
стему обертання даного потоку. Двi системи будуть еквiвалентними, якщо одну з iншої можна
отримати за допомогою пiдстановки на множинi номерiв ребер або змiною порядку номерiв у
списку на протилежний одночасно для всiх спискiв.

Теорема 1. Два потоки Морса з особливими точками на межi будуть траєкторно еквiвален-
тними тодi i тiльки тодi, коли їх системи обертання еквiвалентнi.

Приклад 2. Для тора з дiркою з 6 особливими точками на межi iснує 2 рiзних хордових дiагра-
ми. Системи обертання для даних дiаграм мають наступний вигляд:

(1; 2; 3; 4), (5; 6; 7; 8), (9; 6; 1), (8; 3; 9), (4; 7; 10), (10; 2; 5)

(1; 2; 3; 4), (5; 6; 7; 8), (9; 2; 5), (8; 3; 10), (10; 6; 1), (4; 7; 9)
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Нехай C i Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, — простори 2π-перiодичних функцiй зi стандартними нормами ‖·‖C i
‖·‖p. Позначимо через Cψ

β̄,1
класи 2π-перiодичних функцiй f , якi зображуються у виглядi згортки

f(x) =
a0

2
+

1

π

2π∫
0

Ψβ̄(x− t)ϕ(t)dt, a0 ∈ R, (1)

в якiй ϕ ⊥ 1, ‖ϕ‖1 ≤ 1, а Ψβ̄(·) — ядра вигляду

Ψβ̄(t) =

∞∑
k=1

ψ(k) cos

(
kt− πβk

2

)
, βk ∈ R, ψ(k) > 0, (2)

∞∑
k=1

ψ(k) <∞. (3)

Якщо послiдовностi β̄ = {βk}∞k=1 є стацiонарними послiдовностями, тобто βk = β, k ∈ N,
β ∈ R, то класи Cψ

β̄,1
позначатимемо через Cψβ,1. Якщо ψ(k) = e−αk

r
, α > 0, r > 0, класи Cψ

β̄,1

i Cψβ,1 будемо позначати через Cα,r
β̄,1

та Cα,rβ,1 , вiдповiдно. Останнi класи називають iнодi класами
узагальнених iнтегралiв Пуассона.

Будемо розглядати класи Cψ
β̄,1

за умови, що послiдовнiсть ψ(k) > 0 така, що

lim
k→∞

ψ(k + 1)

ψ(k)
= 0. (4)

Як випливає з [1, c. 139-145], класи Cψ
β̄,1

за виконання умови (4) складаються iз функцiй, якi допу-
скають регулярне продовження в усю комплексну площину, тобто складаються iз цiлих функцiй.
З iншого боку, як показано в [2], для того, щоб функцiя f належала до множини усiх дiйснозна-
чних на дiйснiй осi цiлих функцiй, необхiдно i достатньо, щоб вона могла бути зображена згорткою
вигляду (1) у якiй ϕ ∈ L1, а коефiцiєнти ψ(k) ядра Ψβ̄ вигляду (2) задовольняли умову (4).

Нехай f ∈ C. Через S̃n−1(f ;x) позначатимемо тригонометричний полiном порядку n− 1, що
iнтерполює f(x) у рiвномiрно розподiлених вузлах x

(n−1)
k = 2kπ

2n−1 , k ∈ Z, тобто такий, що

S̃n−1(f ;x
(n−1)
k ) = f(x

(n−1)
k ), k ∈ Z.

Порядковi оцiнки збiжностi iнтерполяцiйних полiномiв S̃n−1(f ; ·) до f в метриках просторiв C i
Lp, що виражались в термiнах послiдовностей найкращих наближень функцiй в C i Lp, одержанi
у роботах I.I. Шарапудiнова (1983) та К.I. Осколкова (1986).

Розглянемо величину
Ẽn(Cψ

β̄,1
)Lp = sup

f∈Cψ
β̄,1

‖f(·)− S̃n−1(f ; ·)‖p. (5)
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При p = 1 асимптотична поведiнка величин вигляду (5) при n → ∞ в залежностi вiд тих чи
iнших обмежень на послiдовностi ψ(k) та βk дослiджувалась у роботах [3]–[6]. Зокрема у [4, c. 994]
за виконання умови (4) для довiльних βk ∈ R встановлено асимптотичну рiвнiсть

Ẽn(Cψ
β̄,1

)L1 =
16

π2
ψ(n) +O(1)

(
ψ(n)

n
+

∞∑
k=n+1

ψ(k)

)
, (6)

в якiй O(1) рiвномiрно обмежена вiдносно усiх розглядуваних параметрiв.
Крiм того, у роботi [7, c. 279-280] отримано результати, з яких випливає, що за виконання

умови (4) при довiльних βk ∈ R має мiсце асимптотична рiвнiсть

Ẽn(Cψ
β̄,1

)L∞ =
2

π
ψ(n) +O(1)

∞∑
k=n+1

ψ(k), (7)

в якiй O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно усiх розглядуваних параметрiв.
Питання про асимптотичну поведiнку величин Ẽn(Cψ

β̄,1
)Lp , βk ∈ R, за виконання умови (4) при

1 < p <∞ залишалось вiдкритим.
Має мiсце наступне твердження.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, βk ∈ R, а ψ(k) > 0 задовольняє умову (3). Тодi при всiх n ∈ N
має мiсце оцiнка

Ẽn(Cψ
β̄,1

)Lp =
2

1− 1
p

π
1+ 1

p

‖ cos t‖2pψ(n) +O(1)

(
ψ(n)

n
+

∞∑
ν=n+1

ψ(ν)

)
, (8)

в якiй O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно усiх розглядуваних параметрiв. Якщо,
крiм того, ψ(k) задовольняє умову (4), то при n→∞ оцiнка (8) є асимптотичною рiвнiстю.

Наведемо наслiдок з теореми 1 у випадку, коли ψ(k) = e−αk
r
, α > 0, r > 1.

Теорема 2. Нехай r > 1, α > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, βk ∈ R. Тодi для всiх номерiв n таких, що

n1−r ln(n+ 1) ≤ αr, (9)

має мiсце рiвномiрна вiдносно усiх розглядуваних параметрiв оцiнка

Ẽn(Cα,r
β̄,1

)Lp = e−αn
r

(
2

1− 1
p

π
1+ 1

p

‖ cos t‖2p +O(1)
1

n

)
. (10)
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У результатi дослiджень у межах iнварiантної теорiї наближень геометричних об’єктiв рiмано-
ва простору V n, n ∈ N , на дотичному розшаруваннi T (V n) було побудовано кiлька рiзних метрик
та кiлька рiзних об’єктiв афiнного зв’язку [1]. Кожна з таких метрик породжує на T (V n) пев-
ну геометрiю, природним чином пов’язану з iнварiантною теорiєю наближень базового рiманова
простору V n [2].

У роботi розглянуто простiр T (V n) з метрикою

ds2 = gαβ(x)D̃yαD̃yβ + g̃αβ(x; y)DyαDyβ. (1)

У (1) gαβ(x) — компоненти метричного тензору базового рiманова простору V n,

g̃αβ(x; y) = gαβ(x) +
1

3
Riαβj(x)yiyj ;

Dyα = dyα + Γαβγ(x)yβdxγ ;

D̃yα = dyα + Γ̃αβγ(x; y)yβdxγ ;

Γ̃αβγ(x; y) = Γαβγ(x)− 1

3
Rα(βγ)σ(x)yσ,

де Γαβγ(x), Rαβγσ(x), Riαβj(x) — вiдповiдно, компоненти афiнного зв’язку, тензора Рiмана i тензора
кривини базового рiманова простору V n.

У явному виглiдi пiдрахованi компоненти gij(x; y) метричного тензору метрики (1). Спираю-
чись на них, за формулами, аналогiчними до стандартних формул рiманової геометрiї (розгляда-
ються частиннi похiднi лише за компонентами змiнної x), спочатку введенi символи Кристофеля
першого роду, а потiм, за допомогою елементiв матрицi, оберненої до матрицi метричного тен-
зору gij(x; y), символи Кристофеля другого роду, отриманi рiвняння, що визначають кривi, якi
називаються геодезичними лiнiями простору T (V n).

Далi природним чином введено поняття проективного перетворення простору T (V n), проана-
лiзовано проблему iснування проективних пертворень, якi є продовженнями вiдповiдних пре-
творень бази, проективних перетворень, якi зберiгають структуру розшарування, i загальних
проективних перетворень. Знайденi внутрiшнi достатнi умови тензорного характеру локального
iснування проективних перетворень простору T (V n) перших двох типiв. Показано, що данi умови
справджуються, зокрема, у випадку, коли базовий простiр V n є простором постiйної кривини.
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Встановлено необхiднi i достатнi умови того, що плоска особливiсть алгебраїчної кривої з одною
гiлкою має як максимум двопараметричнi сiмейства iдеалiв. Нагадаємо, що плоска особливiсть
алгебричної кривої над полем k — це k-алгебра вигляду R = k[[x,y]]/(f). Вона зветься одногiлковою,
якщо R не має дiльникiв нуля. Кажуть, що R домiнує особливiсть R′, якщо R ⊇ R′.

Теорема 1. Нехай R є одногiлковою особливiстю. Тодi наступнi умови є еквiвалентними:
1) R має як максимум двопараметричнi сiмейства iдеалiв.
2) Якщо char k 6= 2, то R домiнує одну з наступних особливостей:

E30, E32, W24,W
#
2∗, W30, N20, N24, N28.

2а) Якщо char k = 2, то R домiнує одну з наступних особливостей:

E30, E32, W18,W
#
1 , ∗, N20, N24.
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Псевдовайсмановi многовиди (pseudo-Vaisman manifolds) – це такi ЛКК-многовиди, форма Лi
яких задовiльняє умовi [1]:

Φ4(∇Xω(Y )) =
||ω||2

2
g(X,Y ). (1)

де Φ4 – четвертий проекцiйний оператор Обати:

Φ4(ωi,j) =
1

2
(δai δ

b
j + Jai J

b
j )ωa,b,

Умову (1) можна пiдсилити, а саме, вимагати

∇ω(X,Y ) =
||ω||2

2
g(X,Y ) (2)

ЛКК-многовиди, для яких виконується умова (2) матимуть назву сильно псевдовайсмановi мно-
говиди (strong pseudo-Vaisman manifolds). Наведемо приклади таких многовидiв.

Приклад 1. На добутку E × C× C× · · · × C︸ ︷︷ ︸
m−1

, де E = {z1 = x1 + iy1 ∈ C : z1 · z1 > 1} можна

задати конформно-келерову метрику таким чином

g =
1

ln(z1 · z1)
δαβdz

α ⊗ dzβ. (3)

Вiдповiдно, фундаментальна форма:

Ω = −
√
−1

1

ln(z1 · z1)
δαβdz

α ∧ dzβ, (4)

та форма Лi:

ω = −(z1)−1dz1 + (z1)−1dz1

ln(z1 · z1)
.

У (3) та (4) α, β = 1,m, m – комплексна розмiрнiсть многовиду. Вiдмiннi вiд нуля коефiцiєнти
зв’язностi, що є узгодженою з метрикою (4).

Приклад 2. Розглянемо добуток H × C× C× · · · × C︸ ︷︷ ︸
m−1

, де H є правою пiвплощиною площини

комплексних чисел H = {z1 = x1 + iy1 ∈ C : x1 > 0}. Метрика

g =
2

z1 + z1 δαβdz
α ⊗ dzβ; α, β = 1,m.

на многовидi Mn = H × C× C× · · · × C︸ ︷︷ ︸
m−1

, (n = 2m) є конформно-келеровою. Фундаментальна

форма матиме вигляд



92

Ω = −
√
−1

2

z1 + z1 δαβdz
α ∧ dzβ; α, β = 1,m.

А форма Лi

ω = −dz
1 + dz1

z1 + z1

У дiйсних координатах метрика виглядатиме таким чином:

gij =
1

x1
δij , (5)

а форма Лi, вiдповiдно

ω = −dx
1

x1
.

Цей многовид є псевдо-вайсмановим многовидом з посиленою умовою.

Для наведених ЛКК-метрик обчисленi узгодженi з ними коефiцiєнти зв’язностi, та компоненти
тензорiв Рiмана та Рiччi.

Лiтература
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Про Р-деформацiї поверхонь зi стацiонарним вiдхиленням вiд
дотичної площини

Федченко Ю.С.
(Одеська нацiональна академiя харчових технологiй)

E-mail: fedchenko_julia@ukr.net

Вивчаємо нескiнченно малi геодезичнi деформацiї поверхонь (Р-деформацiї) [1], [2] за умови
стацiонарностi вiдхилення вiд дотичної площини у будь-якому напрямi [3].

Розглянемо поверхню S класу C3 в евклiдовому просторi E3 з векторно-параметричним рiвня-
нням r = r(x1, x2) та її деформацiю Sε: rε = r(x1, x2)+εU(x1, x2). Тут U(x1, x2) - вектор змiщення,
ε - малий параметр.

Нехай U i = ciα

(
0
T
αβ

−
3

2
ψcαβ + c1c

αβ

)
rβ + ciαT

αn, де
0
T
αβ

, Tα - тензорнi поля на S, а ψ -

опорна функцiя деформацiї [2].
Знайдено основнi рiвняння Р-деформацiй поверхонь зi стацiонарним вiдхиленням вiд дотичної

площини: 
∇jT k = −bβj

0
T
kβ

−
(

3

2
ψ − C1

)
bαjc

αk;

∇i
0
T
kh

= Tαbiαg
kh +

1

2
ψic

kh + ψαc
αkδhi .

(1)

Р-деформацiї, для яких ψi = 0 називаються афiнними (РА-деформацiї); вважаємо їх тривiаль-
ними нескiнченно малими геодезичними деформацiями.

У результатi дослiдження основних рiвнянь встановлено, що якщо поверхня K 6= 0 допускає
Р-деформацiю зi стацiонарним вiдхиленням вiд дотичної площини у будь-якому напрямi, то така
деформацiя є афiнною.

Для РА-деформацiй поверхонь виписано представлення тензорних полiв
0
T
kh

, T k в явному
виглядi.
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Поверхня Гаудi та деформацiя з заданою варiацiєю елемента
площi

Хомич Юлiя
(Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова)

E-mail: khomych.yuliia@gmail.com

Пiструiл Маргарита
(Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова)

E-mail: margaret.pistruil@gmail.com

Поверхня Гаудi широко застосовується в сучаснiй архiтектурi. Надзвичайно важливо визначи-
ти можливостi її неперервного деформування за умови тих чи iнших обмежень. В роботах [1], [2]
доведено iснування нетривiальних нескiнченно малих згинань та встановлено їх довiльнiсть. У
цiй роботi для поверхнi Гаудi дослiджується бiльш широкий клас нескiнченно малих деформацiй,
а саме таких, при яких варiацiя елемента площi δdσ є заданою функцiєю. Такi деформацiї нази-
ваються квазiареальними [3]. Запропоновано варiант математичної моделi зазначеної деформацiї
для поверхнi Гаудi, за допомогою якої знайдено її поля змiщення квазiареальної деформацiї та
встановлено деякi властивостi. Поверхня Гаудi допускає ареальну нескiнченно малу деформацiю,
при якiй iснує дiйсна ортогональна сiтка лiнiй стацiонарної довжини.

Припустимо, що векторно-параметричне рiвняння поверхнi Гаудi задано у виглядi:

S : r(x1, x2) = {x, y,mx sin
y

a
}, (1)

де a i m – довiльнi вiдмiннi вiд нуля константи, x 6= 0, ya 6= πn, n ∈ Z. Наведемо деякi її
диференцiально-геометричнi характеристики:

g11 = 1 +m2 sin2 y

a
; g12 =

1

2a
m2x sin

2y

a
; g22 = 1 +

1

a2
m2x2 cos2 y

a
;

g11 =
1

a2g

(
a2 +m2x2 cos2 y

a

)
; g12 = − 1

2ag
m2x sin

2y

a
;

g22 =
1

g

(
1 +m2 sin2 y

a

)
; g = 1 +m2 sin2 y

a
+

1

a2
m2x2 cos2 y

a
;

K = − m2

a2g2
cos2 y

a
; 2H = −

mx sin
y

a
a2g
√
g

(
2 +m2 cos2 y

a

)
.

Варiацiя елемента площi δdσ виражається через перший тензор деформацiї 2εij = δgij :

δdσ = εαβg
αβdσ

при нескiнченно малiй деформацiї поверхнi

r∗(x1, x2, t) = r(x1, x2) + tU(x1, x2), (2)

де U(x1, x2) – поле змiщення, t −→ 0. Очевидно, величину δdσ можна вважати заданою тодi i
лише тодi, коли є заданою функцiя ϕ(x1, x2) ∈ C1 точки поверхнi, яка задовольняє умову

εαβg
αβ = 2ϕ.

Поле змiщення U розкладемо через вектори rα =
∂r

∂xα
, n :

U = Uαrα + U◦n, (3)

де Uα – деяке поле контраварiантного вектора на S, а U◦ – поле iнварiанта.
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Теорема 1. Нескiнченно мала деформацiя поверхнi Гаудi є квазiареальною тодi i лише тодi, ко-
ли компоненти поля змiщення та функцiя ϕ класу C1 задовольняють диференцiальне рiвняння

∂U1

∂x
+
∂U2

∂y
+

1

ga2
m2x cos2 y

a
U1 +

1

2a3g
m2(a2 − x2) sin

2y

a
U2+ (4)

+
1

a2g
√
g
mx(2 +m2 cos2 y

a
) sin

y

a
U◦ = 2ϕ.

Теорема 2. Поверхня Гаудi (a = m = 1) допускає нескiнченно малу деформацiю з заданою варi-
ацiєю елемента площi. При цьому поле змiщення через довiльну функцiю ϕ ∈ C1 виражається
явно:

U(x, y) = { −ϕg
2x(2 + cos2 y)

,
−ϕg√g ctg y − 2 cos2 y − 4

2
√
g(2 + cos2 y)

,
ϕg
√
g − x2(2 + cos2 y) sin 2y

2x
√
g(2 + cos2 y) sin y

}.

За умови ϕ = 0 нескiнченно мала квазiареальна деформацiя є ареальною. Вона зберiгає елемент
площi поверхнi.

Теорема 3. Поверхня Гаудi (a = m = 1) допускає ареальну нескiнченно малу деформацiю з
полем змiщення

U(x, y) = {0, −1
√
g
,
−x cos y
√
g
}. (5)

Теорема 4. При ареальнiй нескiнченно малiй деформацiї з полем змiщення (5) на поверхнi Гаудi
iснує дiйсна ортогональна сiтка лiнiй стацiонарної довжини, диференцiальне рiвняння якої має
вигляд:

(1 + sin2 y) cos ydx2 − x(1 + sin2 y) sin ydxdy − (1 + x2) cos ydy2 = 0.
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Постоянство типа обобщенных многообразий Кенмоцу
Арсеньева Ольга Евгеньевна

(МПГУ, Москва, Россия)
E-mail: oe.ars@yandex.ru

Кириченко Вадим Федорович
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Рустанов Алигаджи Рабаданович
(ИСГО МПГУ, Москва, Россия)
E-mail: aligadzhi@yandex.ru

Определение 1. [1] Класс почти контактных метрических многообразий, характеризуемых тож-
деством ∇X(Φ)Y + ∇Y (Φ)X = −η(Y )ΦX − η(X)ΦY ;X,Y ∈ X(M), называется обобщенными
многообразиями Кенмоцу (короче, GK-многообразиями).

Определение 2. [2] Комплексная K-алгебра < называется K-алгеброй постоянного типа, если

∃c ∈ C ∀X,Y ∈ < : 〈〈X,Y 〉〉 = 0⇒ ‖X ∗ Y ‖2 = c‖X‖2‖Y ‖2.

Теорема 3. GK-многообразие постоянного ненулевого типа является SGK-многообразием II
рода.

Теорема 4. Класс SGK-многообразий II рода нулевого постоянного типа совпадает с клас-
сом многообразий Кенмоцу. Класс SGK-многообразий II рода ненулевого постоянного типа
конциркулярным преобразованием переводятся в почти контактные метрические многообра-
зия локально эквивалентных произведению шестимерного собственного NK–многообразия на
вещественную прямую.
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Геометрическая интерпретация законов физиологического
развития растений
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Биологические характеристики развития растений существуют в ограниченном интервале фак-
торов, влияющих на физиологию развития растений. Нижнюю границу этого интервала опреде-
ляет закон минимального ограничивающего фактора — закон минимума Либиха [1]. Верхнюю
границу этого интервала определяет закон максимального ограничивающего фактора — закон
толерантности Шелфорда [2]. В экспериментах Гельрегеля [3] и Аррениуса [4] было установлено,
что существуют два типа однофакторных зависимостей урожая сельскохозяйственных культур
от внешних факторов. Первый тип зависимостей урожая сельскохозяйственных культур от внеш-
него фактора (например, яровой ячмень) — кривая параболического типа с одной точкой макси-
мума [3]. Второй тип зависимостей урожая сельскохозяйственных культур (например, гороха)
от внешнего фактора — двухвершинная кривая, имеющая точку минимума и две точки макси-
мума [4]. Если однофакторные функции урожайности это биологические кривые, существующие
в ограниченном интервале внешнего фактора, то многофакторные функции урожайности – это
биологические поверхности, существующие в ограниченной области пространства внешних фак-
торов. В нашем случае имеется 3 фактора - это калий K, фосфор P и азот N, т.е. функция
урожайности – это функция от трех переменных Y (K,P,N). На границе области функция уро-
жайности обращается в ноль. Поэтому в семействе поверхностей уровня функции существует
хотя бы одна выделенная поверхность уровня с градиентом равный нулю в некоторой точке. Из
соображений общего положения можно считать, что мы имеем дело с морсовской функцией. В
окрестности морсовской особой точки уравнение поверхности уровня можно представить в явном
виде. Это будут центральные поверхности 2-го порядка, которые имеют два типа особых точек:
эллиптические (минимумы и максимумы, соответствующие индексу ±1) и гиперболические (соот-
ветствующие индексу ±1 в зависимости от индекса перестройки Морса). Статистический анализ
(методом наименьших квадратов) базы данных из 81 точки, опубликованных в [5], показал нали-
чие у функции урожайности точки максимума и двух различных типов гиперболических точек
(индексов +1 и -1). Если предположить, что область определения функции гомеоморфна шару,
то это коррелирует с тем, что эйлерова характеристика шара равна 1.
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Об изотопности некоторых функций
Бондарь О. П.
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В.В.Шарко, [1], определил и использовал для изучения свойств многообразий изотопные функ-
ции Морса — функции, соединяемые гладким путем в пространстве функций Морса. Обобщением
их есть изотопные функции, определенные, [2], так:

Определение 1. Функции f0 и f1 на многообразииM называются изотопными (Cr-изотопными
или непрерывно изотопными или изотопными функциями Морса), если существуют такая непо-
движная на X изотопия H : (M,X) × I → (M,X) × I и изотопия h : [0, 1] × I → [0, 1] × I,
Ht ∈ Iso0(M,X) и ht ∈ Iso+

0 ([0, 1]), что для всех t ∈ [0, 1] ft = ht ◦f0 ◦H−1
t - функции одинакового

вида (Cr-гладкие или непрерывные или функции Морса).

В [3] была показана изотопность функций леммыМорса. Следующие два утверждения, важные
для классификации отображений многообразий, несложно получить непосредственно из теории
Морса.

Предложение 2. Пусть f0 : Rn → R - гладкая функция в окрестности U0 регулярной точки
x0 = (x1

0, . . . , x
n
0 ) этой функции и (∂f0/∂x

i)(x0) 6= 0, i = 1, . . . , n.
Тогда можно указать координатную форму изотопии H : U0× [0, 1]→ U1× [0, 1] окрестности

U0 точки x0 на некоторую окрестность U1 начала координат пространства Rn, такую, что
дифференцируемые отображения Ht ⊂ Iso0(U1), H0 = idU1 , t ∈ [0, 1], и для всех точек y =
(y1, . . . , yn) ∈ U1, для которых yi(x0) = 0, i = 1, . . . , n, функция

f1 = s1y1
1 + . . .+ snyn1 , где

si = sign((∂f0/∂x
i)(0)), i = 1, . . . , n, будет правоизотопной функции f0 : f1 = f0 ◦H−1

1 , то есть
существует такое локальное изотопное преобразование системы координат, что функция f0

будет дифференцируемо изотопна функции f1.

Предложение 3. Пусть f0 : R → R — гладкая функция в окрестности U0 нуля, для которой
функция и ее производные f0(0) = f ′0(0) = · · · = f

(k−1)
0 (0) = 0, но f (k)

0 (0) 6= 0.
Тогда можно указать координатную форму изотопии H : U0×[0, 1]→ U1×[0, 1], окрестности

U0 нуля на, возможно, меньшую его окрестность U1 такую, что дифференцируемые отобра-
жения Ht ⊂ Iso+

0 (U1), H0 = idU1 , t ∈ [0, 1], и для всех точек y ∈ U1, для которых y(0) = 0,
функция

f1 = signf
(k)
0 (0)yk

будет правоизотопной функции f0.
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Перколяционные задачи с самоорганизацией – неотъемлемая составляющая теории самоорга-
низующейся критичности, предложенной в [1],[2] в первую очередь, для осмысления связи между
локальной организацией структуры и механизмом развития критичности [3].

К наиболее общим закономерностям эволюции перколяционных систем с взаимодействующими
элементами относится существование в них неравновесных квазистационарных состояний, воз-
никающим за счет многомасштабных корреляций в пространстве и времени [4]. Известно, что
пространственные корреляции обнаруживают себя в структуре перколирующих фрактальных
множеств вблизи порога протекания, временные – в движении к таким состояниям при медлен-
ных воздействиях на систему, позволяющих протекать процессам самоорганизации. При этом
стремление к самоорганизующейся критичности приобретает универсальный характер, а значит,
не зависит от специфики системы. Это можно понять в контексте принципа наименьшего дей-
ствия, регулирующего поведение динамических систем в наиболее общем виде: из всего многооб-
разия неравновесных стационарных состояний при бесконечно медленном внешнем воздействии
самосогласованная динамическая система выбирает то, для которого действие минимально [4].

В развитие исследований таких систем предложена компьютерная модель управления струк-
турой перколяционных кластеров в процессе их формирования. Построение кластерной системы
в модели проводится методом Монте-Карло с использованием итерационного алгоритма реализа-
ции взаимодействия ее элементов, при этом применяются два вида законов притяжения: с силами
пропорциональными 1/R или 1/R2.

В модели исследована зависимость структуры и свойств самоорганизующихся кластеров от
степени самоорганизации, характерных значений длины корреляции, скорости генерации систе-
мы; для этого исследуют их зависимость соответственно от количества актов взаимодействия
частиц, от максимального расстояния, на котором элементы системы могут объединяться в кла-
стер, а также от количества частиц, генерируемых на перколяционном поле на каждом шаге
создания бесконечного кластера. Получены аналитические выражения для зависимости от этих
параметров мощности бесконечного кластера, его радиуса гирации, степени анизотропии и лаку-
нарности, а также рассчитаны первые три размерности спектра Реньи. Количество модельных
экспериментов, проводимых с фиксированными значениями параметров, позволило получить ре-
зультаты со стандартной для таких задач относительной погрешностью, не превышающей 10÷12
процентов.
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В работе показано, что если для натурального числа n, n ≥ 3,пространство InX\X, наслед-
ственно нормально, то бикомпакт X метризуем.

Рассмотрим множество R∪{−∞} с двумя алгебраическими операциями: сложением ⊕ и умно-
жением � определенными следующим образом u⊕v = max{u, v} и u�v = u+v где R множество
действительных чисел.

Пусть X− компактное Хаусдорфово пространство, C(X)− алгебра непрерывных функций на
X с обычными алгебраическими операциями. На C(X) операции ⊕ и � определим по правилам
ϕ⊕ ψ = max{ϕ,ψ} и ϕ� ψ = ϕ+ ψ, где ϕ,ψ ∈ C(X).

Напомним, что функционал µ : C(X)→ R называется [1] идемпотентной вероятностной мерой
(мерой Маслова) на X, если он обладает следующими свойствами:

(1)µ(λX) = λ для всехλ ∈ R, гдеλX − постоянная функция;

(2)µ(λ� ϕ) = λ� µ(ϕ), для всех λ ∈ R иϕ ∈ C(X);

(3)µ(ϕ⊕ ψ) = µ(ϕ)⊕ µ(ψ) для всех ϕ,ψ ∈ C(X);

Для компактного Хаусдорфово пространства X обозначим через I(X) множество для идемпо-
тентных вероятностных мер на X. Рассмотрим I(X) как подпространство пространства RC(X).
Для заданных компактных Хаусдорфовых пространств X, Y и непрерывного отображения f :
X → Y можно проверить, что естественное отображение I(f) : I(X) → I(Y ), определенное по
формуле I(f)(µ)(ψ) = µ(ψ ◦ f), непрерывно. Более того, конструкция I является нормальным
функтором. Поэтому для произвольной идемпотентной вероятностной меры µ ∈ I(X) можно
определить понятие носителя:

Suppµ = ∩
{
A ⊂ X : A = A,µ ∈ I(A)

}
.

Для положительного целого числа n определим следующее множество

In(X) = {µ ∈ I(X) : |Suppµ| ≤ n}.
Положим

Iω(X) =

∞⋃
n=1

In(X).

Множество Iω(X) всюду плотно [1] в I(X). Идемпотентную вероятностную меру µ ∈ Iω(X)
называют идемпотентной вероятностной мерой с конечным носителем.

Заметим, что если µ− идемпотентная вероятностная мера с конечным носителем Suppµ =
{x1, x2, ..., xk}, то µ можно представить в виде µ = λ1� δx1⊕λ2� δx2⊕ ...⊕λk� δxk единственным
образом, где −∞ < λi ≤ 0, i = 1, 2, ..., k, λ1 ⊕ λ2 ⊕ ...⊕ λk = 0.

Здесь, как обычно, для x ∈ X через δx обозначен функционал на C(X), определенный форму-
лой δx(ϕ) = ϕ(x), ϕ ∈ (X), и называемый мерой Дирака. Она сосредоточена в точке x.
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Для бикомпактов X и Y через C (X, Y ) обозначается пространство непрерывных отображений
из X в Y , снабженное компактно-открытой топологией. Ясно, что C (k, Y ) естественно гомео-
морфно k− той степени Y k пространства Y , где k− дискретное пространство, состоящее из k
точек. Для функтора F , бикомпактов X и k определим отображение

πI,X, k : C (k, X)× I (k)→ I (X)

равенством

πI,X, k (ξ, a) = I (ξ) (a) , ξ ∈ C (k, X) , a ∈ I (k) .

Имеет место
Предложение 1. Для компакта X и натурального числа k отображение πI,X, k непрерывно.
Для компакта X, непустого множества A ⊂ X положим

SI (A) = {a ∈ I (X) : supp a ∩A 6= ∅}.
Ясно, что SI (∅) = ∅, SI (X) = I (X). По построению, включение A ⊂ B влечет SI (A) ⊂ SI (B).
Предложение 2. Для компакта X, всякого его открытого подмножества U имеет место

I (X\U) = I (X) \SI (U) .

Следствие 3. Для всякого открытого подмножества U компакта X множество SI (U) открыто
в I (X).

Отметим, что многозначное отображение supp : I (X)→ X полунепрерывно снизу.
Предложение 4. Для всякого замкнутого подмножества Φ компакта X множество SI (Φ)

замкнуто I (X).
Для компакта X введем обозначение I0

nX = InX\In−1X.
Для бесконечного кардинала τ через αNτ обозначим Александровскую одноточечную компак-

тификацию дискретного множества Nτ мощности τ .
Предложение 5. Если τ – несчетный кардинал, то пространство I0

3 (αNτ ) не нормально.
Теорема 6. Пусть X – бикомпакт. Если пространство I3X\X наследственно нормально, то X

метризуем.
Следствие 7. Пусть X – бикомпакт и n ≥ 4. Если пространство InX\X наследственно нор-

мально, то бикомпакт X метризуем.
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В римановом пространстве Vn (x; g)зафиксируем точку M0 и построим пространство второго
приближения Ṽ 2

n (y; g̃), определив его метрический тензор g̃ij (y) [2]:

g̃ij (y) = g
0
ij +

1

3
R
0
il1l2jy

l1yl2 (1)

Где g
0
ij = gij (M0) , R

0
il1l2j = Ril1l2j (M0).

В пространстве Ṽ 2
n изучаются аналитические инфинитезимальные конформные преобразова-

ния

y′h = yh + ξ̃h (y) δt (2)

Где вектор смещения ξ̃h (y) удовлетворяет обобщенные уравнения Киллинга [1], [3]

Lξ̃ g̃ = ψg̃ (3)

Рассмотрен случай, когда исходное Vn - риманово пространство ненулевой постоянной кривиз-
ны, а функция ψ (y) в (3) имеет вид

ψ (y) =

∞∑
k=0

b
2k

(
b
2k

= bl1...l2ky
l1 ...yl2k , b

0
= b, bl1...l2k − const

)
(4)

В явном виде найден ξ̃h (y)

ξ̃h (y) = ah. + ah. ly
l + k

3

(
al1δ

h
l2
− ah. gl1l2

)
yl1yl2 − kb

12gl1l2y
l1yl2yh+

+aαthα
∞∑
p=2

Ap−1

2p−1 − by
h
∞∑
p=2

(2p−3)(2p−5)·...·5·3
p!2p+1 Ap(

thk = 1
3 R

0

h
.l1l2k

yl1yl2 , A = k
3
g
0
l1l2y

l1yl2
) (5)

В (5) ah. - произвольные постоянные, ah.l - постоянные, удовлетворяющие уравнениям

ah.(i g
0
j)α = b g

0
ij (6)

Доказана абсолютная и равномерная сходимость рядов (5).
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Определение 1. [1], [2] Почти контактное метрическое многообразие называется почти C(λ)−
многообразием, если его тензор римановой кривизны удовлетворяет следующему соотношению:

〈R(Z,W )Y,X〉 = 〈R(ΦZ,ΦW )Y,X〉 −
−λ{g(X,W )g(Y,Z)− g(X,Z)g(Y,W )− g(X,ΦW )g(Y,ΦZ) + g(X,ΦZ)g(Y,ΦW )},

где X,Y, Z,W ∈ X(M), а λ – вещественное число.

Определение 2. [1], [2] Нормальное почти C(λ)-многообразие называется C(λ)-многообразием.

Теорема 3. Почти C(λ)-многообразие является многообразием точечно постоянной кривизны
λ, тогда и только тогда, когда его тензор римановой кривизны удовлетворяет тождеству

R(Φ2X,Φ2Y )Φ2Z +R(Φ2X,ΦY )ΦZ −R(ΦX,Φ2Y )ΦZ +R(ΦX,ΦY )Φ2Z =

= 2λΦ2X〈ΦY,ΦZ〉+ ΦX〈ΦY,Φ2Z〉;∀X,Y, Z ∈ X(M).

Теорема 4. Почти C(λ)-многообразие является многообразием точечно постоянной Φ-голоморфной
секционной кривизны тогда и только тогда, когда на пространстве присоединенной G-структуры
выполняется соотношение

Radbc = 1
2(cδ̃adbc − λδadbc ).

Теорема 5. Если почти C(λ)-многообразие является η-эйнштейновым многообразием типа
(α, β), тогда на пространстве присоединенной G-структуры справедливо

α = 1
nR

a
cbĉ + λn,

β = − 1
nR

a
cbĉ + λn.

Если почти C(λ)-многообразие является многообразием постоянной кривизны, то, с учетом
предыдущей теоремы, оно является эйнштейновым многообразием с космологической константой
α = 2λn

Литература

[1] D. Janssen, L. Vanhecke. Almost contact structures and curvature tensors. Kodai Math. J., 4 , 1 – 27, 1981.
[2] Z. Olszak, R. Rosca. Normal locally conformal almost cosymplectic manifolds Publ. Math. Debrecen, 39:3-4, 315 –

323, 1991.



105
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Пусть задано семейство Γ кривых γ в пространстве Rn, n > 2.
Борелевскую функцию ρ : Rn → [0,∞] называют допустимой для Γ, пишут ρ ∈ adm Γ, если∫

γ

ρ(x) ds > 1

для каждой кривой γ ∈ Γ.
Пусть p ∈ (1,∞). Тогда p–модулем семейства Γ называется величина

Mp(Γ) = inf
ρ∈adm Γ

∫
Rn

ρp(x) dm(x) .

Здесь m обозначает меру Лебега в Rn.
Для произвольных множеств E, F и G в Rn, через ∆(E,F,G) обозначим семейство всех непре-

рывных кривых γ : [a, b]→ Rn, которые соединяют E и F в G, т. е. γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ G
при a < t < b.

Пусть D — область в Rn, n > 2, x0 ∈ D и d0 = dist(x0, ∂D). Положим

A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} ,

Si = S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri} , i = 1, 2 .

Пусть Q : D → [0,∞] — измеримая по Лебегу функция. Будем говорить, что гомеоморфизм
f : D → Rn является кольцевым Q-гомеоморфизмом относительно p-модуля в точке x0 ∈ D, если
соотношение

Mp(∆(fS1, fS2, fD)) 6
∫
A

Q(x) ηp(|x− x0|) dm(x)

выполнено для любого кольца A = A(x0, r1, r2) , 0 < r1 < r2 < d0, и для каждой измеримой
функции η : (r1, r2)→ [0,∞] такой, что

r2∫
r1

η(r) dr = 1 .

Теорема 1. Пусть D— ограниченная область в Rn, n > 2, и f : D → Rn— кольцевой Q-гомео-
морфизм относительно p-модуля в точке x0 ∈ D при p > n. Предположим, что функция Q
удовлетворяет условию

qx0(t) 6 q0 t
−α, q0 ∈ (0,∞) , α ∈ [0,∞) ,
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для x0 ∈ D и п.в. всех t ∈ (0, d0), d0 = dist(x0, ∂D). Тогда при всех r ∈ (0, d0) имеет место
оценка

m(fB(x0, r)) > Ωn

(
p− n

α+ p− n

)n(p−1)
p−n

q
n
n−p
0 r

n(α+p−n)
p−n ,

где B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x − x0| 6 r}, qx0(t) = 1
ωn−1 rn−1

∫
S(x0,r)

Q(x) dA— среднее интегральное

значение по сфере S(x0, t) = {x ∈ Rn : |x − x0| = t} , Ωn— объём единичного шара в Rn , ωn−1 —
площадь единичной сферы Sn−1 в Rn , dA — элемент площади поверхности.
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О решениях некоторых гибридных систем функционально-дифференциальных уравнений
В докладе рассматриваются задачи Коши

α(t)x′1(t) = f1(t, x(g(t)), x′(h(t))),

x′2(t) = f2(t, x(g(t)), x′(h(t))),

x(0) = col(0, 0).

и
α(t)x′1(t) = f1(t, x(g(t)), x′(h(t))),

β(t)x′2(t) = f2(t, x(g(t)), x′(h(t))),

x(0) = col(0, 0).

где x : (0, τ) → R2 - неизвестная функция, x = col(x1, x2), α : (0, τ)→ (0,+∞),
β : (0, τ)→ (0,+∞)−непрерывные функции, α(t)→ 0, β(t)→ 0, t→ +0, fi : D → R− непрерыв-
ные функции, i ∈ {1, 2}, D ⊂ (0, τ) × R2 × R2, g : (0, τ)→ (0,+∞), h : (0, τ)→ (0,+∞)− непре-
рывные функции, g(t) ≤ t, h(t) ≤ t при t ∈ (0, τ). Под решением данных задач Коши понимается
непрерывно дифференцируемая функция x : (0, ρ) → R2, (ρ ≤ τ), которая при t ∈ (0, ρ) тож-
дественно удовлетворяет уравнениям рассматриваемых систем, и при этом x → col(0, 0) при
t → +0. Формулируются достаточные условия, при выполнении которых у каждой из данных
задач существует непустое множество решений с определенными асимптотическими свойствами
при t→ +0. При анализе задач используются методы функционального анализа и качественной
теории дифференциальных уравнений.
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Об одном типе квадриструктур на римановом пространстве
Курбатова И.Н.
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При изучении подмногообразий в почти контактных многообразиях К.Яно,С.Хоу и В.Чен [2]
пришли к понятию квадриструктуры (ее структурный аффинор удовлетворяет уравнению 4-й
степени ) φ4 ± φ2 = 0.

Такая аффинорная структура является естественным обобщением e-структуры [1], которая
определяется наличием на многообразии Xn тензорного поля типа (1,1) F hi , удовлетворяющего
условиям

F hαF
α
i = eδhi , e = ±1, 0, i, h, α, β, . . . = 1, 2, . . . , n.

При e = 1 ее называют гиперболической, при e = −1 - эллиптической, при e = 0 - параболиче-
ской.

Если e-структура задана на римановом пространстве (Vn, gij) и согласована с метрикой в виде

Fij + Fji = 0, Fij = giαF
α
j ,

ее называют почти эрмитовой, а при условии

F hi,j = 0

келеровой. Здесь <<,>> - знак ковариантной производной в Vn.
Мы показали, что римановы пространства (Vn, gij , F

h
i ), структурный аффинор F которых удо-

влетворяет условиям

F hαF
α
β F

β
δ F

δ
i + εF hαF

α
i = 0, Fij + Fji = 0, Fij = giαF

α
j , F hi,j = 0

приводимы и представляют собой произведение параболически келерова пространства на ги-
перболически келерово при ε = −1 и параболически келерова пространства на эллиптически
келерово при ε = +1.

Получены также свойства тензора Римана и Риччи, а также выяснено строение метрического
тензора в адаптированной к аффинору системе координат изучаемого класса пространств.

Литература
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[2] Yano Kentaro, Houh Chorng-Shi, Chen Bang-Yen. Structures difined by a tensor field φ of type (1,1), satisfying
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В [2] авторы ввели в рассмотрение рекуррентно-параболическую структуру на (Vn, gij) как
аффинорную структуру F hi (x), для которой

Fαi F
h
α = 0, Fij + Fji = 0, Fij = Fαj gαi,

F hi,j = ρj(x)F hi (x), i, h, j, α, β, . . . = 1, 2, . . . , n,

где ρj - ковектор, «,» - знак ковариантной производной в Vn. Само Vn при этом также назвали
рекуррентно-параболическим.

Пусть римановы пространства (Vn, gij) и (V n, gij) находятся в квази-геодезическом отображе-
нии, основные уравнения которого в общей по отображению системе координат (xi) имеют вид
[1]:

Γ
h
ij(x) = Γhij(x) + ψ(i(x)δhj) + ϕ(i(x)F hj)(x)

F (ij)(x) = 0, F ij(x) = Fαj (x)gαi(x),

где Γ
h
ij ,Γ

h
ij - компоненты объектов связности пространств V n и Vn, соответственно; ψi, ϕi - ко-

векторы; F hi - аффинор.
Мы рассмотрели канонические квази-геодезические отображения - класс квази-геодезических

отображений, для которого в основных уравнениях ψi ≡ 0.
Нами построены геометрические объекты как неоднородные (типа проективных параметров

Томаса в теории геодезических отображений [3]), так и тензорного характера (типа тензора
Вейля), инвариантные относительно рассматриваемых отображений.

В специальной системе координат найдены метрики рекуррентно-параболических пространств,
допускающих каноническое квази-геодезическое отображение на плоское пространство.

Указаны рекуррентно-параболические пространства с векторными полями определенного ти-
па, допускающие нетривиальные канонические квази-геодезичесикие отображения.

Литература
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В римановом пространстве Vn (x; g) зафиксируем точку M0 и построим пространство второго
приближения Ṽ 2

n (y; g̃), определив его метрический тензор g̃ij (y) [1]:

g̃ij (y) = g
0
ij +

1

3
R
0
il1l2jy

l1yl2 (1)

Где g
0
ij = gij (M0) , R

0
il1l2j = Ril1l2j (M0)

П.А. Широковым [3] были найдены все неприводимые симметрические римановы пространства
1-го класса. В частности, при n = 4 метрический тензор такого Vn имеет вид

gij (x) = g
0
ij +

1

3
(biαbjβ − bijbαβ)xαxβ (2)

Где

∥∥∥∥g0 ij
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ , ‖bij‖ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
ε1 0 0 0
0 ε2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ (εi = ±1) (3)

Сравнивая (1) и (2), видим, что приближение второго порядка для рассматриваемого V4 изо-
метрично самому пространству. Следовательно, группы Ли движений в V4 и в Ṽ 2

4 изоморфны.
Используя результаты исследований преобразований римановых пространств второго прибли-

жения [1], [2], получена группа Ли G8 движений в симметрическом римановом пространстве 1-го
класса V4.

Найдены компоненты базисных операторов данной группы и структурные константы группы.
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В докладе излагаются результаты качественного анализа уравнений

tx′(t) = a(t) + b1(t)x(t) + b2(t)x(g(t)) + b3(t)tx′(h(t)) (1)

с начальным условием
x(0) = 0, (2)

где x : (0, τ)→ R – неизвестная функция,

a(t) =

n∑
k=1

akt
k + o(tn), b(t) =

n∑
k=1

bikt
k + o(tn), i ∈ {1, 2, 3},

g(t) =

n∑
k=1

gkt
k + o(tn), h(t) =

n∑
k=1

hkt
k + o(tn).

Для каждого ρ ∈ (0, τ) решением задачи (1), (2) называется непрерывно дифференцируемая
функция x : (0, ρ)→ R, удовлетворяющая условиям:

(1) при всех t ∈ (0, ρ) выполнено равенство (1);
(2) lim

t→+0
x(t) = 0.

Указываются достаточные условия , при которых каждая из этих задач имеет непустое мно-
жество решений x : (0, τ)→ R (ρ достаточно мало) с определенными свойствами при t→ +0. Од-
новременно обсуждаются вопросы единственности и неединственности таких решений. Исполь-
зованы методы качественной теории дифференциальных уравнений и функционального анализа.
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Традиционный подход к качественному изучению динамики потоков с конечным числом осо-
бых траектория на поверхностях заключается в разбиении несущего многообразия на области с
предсказуемым поведением траекторий – ячеек. Такой взгляд на непрерывные динамические си-
стемы восходит к классической работе А. А. Андронова и Л. С. Понтрягина [1], опубликованной
в 1937 году. В этой статье они рассмотрели систему дифференциальных уравнений

ẋ = v(x), (1)

где v(x) это C1-векторное поле на 2-диске, ограниченном кривой без контакта на плоскости, и
нашли критерий грубости системы (1).

Более общий класс потоков на 2-сфере рассмотрен в работах Е. А. Леонтович-Андроновой
и А. Г. Майера [5, 6], где топологическая классификация таких потоков тоже была основана на
разбиении на ячейки, поскольку описание их типов и взаимного расположения (схема Леонтович-
Майера) полностью определяет качественное разбиение фазового пространства на траектории.
Основной трудностью в обобщении этого результата на случай произвольных ориентируемых
поверхностей положительного рода является возможность нового типа движения – незамкнутая
рекуррентная траектория. Отсутствие таких траекторий для грубых потоков без особенностей на
2-торе была доказана А.Г. Майером [7] в 1939 году и позже M. Пейшото [10, 11] для структурно
устойчивых потоков на поверхностях любого рода. В 1971 в работе [12] М. Пейшото обобщил
схему Леонтович-Майера для структурно устойчивых потоков на произвольных поверхностях
и получил топологическую классификацию таких потоков, опять-таки изучив все допустимые
ячейки для них и введя комбинаторный инвариант – ориентированный граф, обобщающий схему
Леонтович-Майера.

В 1976 году Д. Нейманом и Т. О’Брайеном [8] на произвольных поверхностях были рассмотре-
ны так называемые регулярные потоки – потоки без нетривиальных периодических траекторий,
которые включают в себя описанные выше потоки как частный случай. Они ввели полный топо-
логический инвариант для регулярных потоков – орбитальный комплекс, который представляет
из себя пространство орбит потока, оснащенное некоторой дополнительной информацией. В 1998
году А.А. Ошемков и В.В. Шарко [9] ввели новый инвариант для потоков Морса на поверхностях
— трехцветный граф. В той же работе они получили полную топологическую классификацию
потоков Морса-Смейла на поверхностях в терминах атомов и молекул, введёных в работе А.В.
Болсинова, С.В. Матвеева, А.Т. Фоменко [2].

Структурно устойчивые (грубые) потоки на поверхностях имеют только конечное число осо-
бых точек и конечное число замкнутых траекторий, каждая из которых гиперболична; кроме
того такие потоки не имеют траекторий, соединяющих сёдла. Нарушение последнего условия
приводит к Ω-устойчивым потокам на поверхностях, которые не являются структурно устойчи-
выми. Однако, топологическая классификация таких потоков также сводится к комбинаторному
решению. Полным топологическим инвариантом является мультиграф.

Несущая поверхность разбивается на так называемые элементарные области удалением из по-
верхности предельных циклов. Компонента связности получившегося множества и есть элемен-
тарная область. Области подразделяются на типы в зависимости от наличия или отсутствия пре-
дельных циклов, седловых точек и элементов неблуждающего множества в целом. Затем каждой
области ставится в соответствие вершина графа, а граничной окружности – ребро, направленное
в соответствии с направлением движения траекторий через граничную окружность. Вершина,



113

соответствующая области, содержащей седловые точки, оснащается четырёхцветным мульти-
графом, являющимся обобщением трёхцветного графа Ошемкова-Шарко [9], а вершина, соот-
ветствующая области, не содержащей элементов неблуждающего множества, оснащается весом
“+” или “−” в зависимости от взаимной ориентации предельных циклов в областях, прилегаю-
щих к рассматриваемой области. Далее, рёбра, инцидентные вершине, соответствующей области
с седловыми точками, оснащаются специальными ориентированными циклами четырёхцветно-
го мультиграфа, с помощью которых сможем потом распознать ориентации предельных циклов
потока (см. Рисунок 0.1).

Рис. 0.1. Построение граф омега-устойчивого потока

Теорема 1. Класс изоморфности оснащенного графа омега-устойчивого потока является пол-
ным топологическим инвариантом. Каждый класса изоморфности допустимого оснащенного
графа реализуется омега-устойчивым потоком на поверхности.

Принято считать, что алгоритм решения задачи распознавания изоморфности графов (в каком-
нибудь классе графов) является эффективным, если время его работы ограничено некоторым
полиномом от длины задания входной информации. Такое определение эффективной разреши-
мости восходит к А. Кобхэму [3]. Стандартом труднорешаемости является NP-полнота задачи
[4]. Сложностной статус задачи распознавания изоморфизма графов не известен до сих пор,
т.е. в классе всех графов для этой задачи не доказана ни полиномиальная разрешимость, ни
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NP-полнота. А.А. Ошемков и В.В. Шарко [9] описали алгоритм распознавания изоморфности
графов потоков Морса-Смейла, который, однако, не является эффективным, то есть время его
работы не ограничено некоторым полиномом от длины задания входной информации. Вместе с
тем, многоцветные графы не являются графами общего вида, поскольку они вложимы в несущую
поверхность, на которой заданы соответствующие им омега-устойчивые потоки. Используя этот
факт, для омега-устойчивых потоков удалось построить эффективный алгоритм.

Теорема 2. Изоморфизм оснащённых графов омега-устойчивых потоков может быть распо-
знан за полиномиальное время. Ориентируемость несущей поверхности может быть прове-
рена за линейное время и эйлерова характеристика поверхности может быть вычислена за
квадратичное время.

Благодарности. Результаты были получены в соавторстве с В.Е. Кругловым и Д.С. Малыше-
вым при финансовой поддержке РНФ (проект № 17-11-01041).
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Светлой памяти А.Д. Милки посвящаю

Известно, что всякий изгибаемый многогранник является также и нежестким относительно
бесконечно малых (б.м.) изгибаний, причем б.м. изгибание, порожденное изгибанием, обладает
тем свойством, что соответствующая вариация объема многогранника оказывается равной ну-
лю. Известно также, что существуют нежесткие многогранники, для б.м. изгибаний которых
вариация объема отлична от нуля, и поэтому можно утверждать, что такие б.м. изгибания мно-
гогранника нельзя продолжить в его изгибание. Следовательно, требование равенства нулю ва-
риации объема разбивает все б.м. изгибания на два класса: те, которые заведомо не продолжимы
в изгибания, и другие, для которых выполнено необходимое условие (в виде равенства нулю соот-
ветствующей вариации объема) их продолжимости в изгибания. Продолжая эту классификацию
с требованием равенства нулю первой, второй и n-й вариации объема, мы получаем также классы
деформаций разных порядков, промежуточных между б.м. изгибаниями первого порядка и из-
гибаниями. По-видимому, те многогранники, которые А.Д. Милка назвал в [1] и [2] флексорами,
как раз и отличаются от обычных нежестких многогранников и от изгибаемых многограннков
порядком нулевой вариации объема (кстати, поскольку для изгибаний вариации объема всех по-
рядков равны нулю, то немедленно встает обратный вопрос - какова природа тех аналитических
деформаций многогранника, для которых вариации объема всех порядков равны нулю?).

Формально описать нежесткие многогранники с нулевой вариацией объема очень легко, для
этого достаточно добавить к обычным уравнениям б.м. изгибаний еще одно уравнение δV = 0.
Мы же хотим выяснить природу тех многогранников и их б.м. изгибаний, для которых близ-
кие к ним нежесткие многогранники тоже имеют нулевую вариацию объема. Пусть нежест-
кий симплициальный многогранник P0 имеет n вершин Mi с координатами (xi, yi, zi), 1 ≤ n и
пусть {ξi, ηi, ζi} Тогда объем V (ε) деформированного многогранника с координатами вершин
Mi(ε) = (xi + εξ, yi+ εηi, zi + εζi) имеет представление

V (ε) = V0 + εV1 + ε2V2 + ε3V3,

где V0 - объем исходного многогранника, а V1 - первая вариация объема. Рассматривая объ-
ем многогранника как сумму объемов тетраэдров с общей вершиной и предполагая, что для всех
аффинно преобразованных многогранников (а они, как известно, тоже нежесткие) вариации объ-
ема тоже нулевые, получаем, что такое возможно, только если б.м. изгибания рассматриваемого
многогранника удовлетворяют уравнениям∑

<i,j,k>

det

 ξi yi zi
ξj yj zj
ξk yk zk

 = 0,

∑
<i,j,k>

det

 xi ηi zi
xj ηj zj
xk ηk zk

 = 0,

∑
<i,j,k>

det

 xi yi ζi
xj yj ζj
xk yk ζk

 = 0
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с суммированием по согласованно ориентированным граням. Далее, для б.м. изгибаний аффинно
преобразованных многограников тоже должны выполняться аналогичные равенства, что приво-
дит к следующим новым условиям на б.м.изгибания исходного многогранника∑

<i,j,k>

(det

 xi yi ηi
xj yj ηj
xk yk ηk

− det

 xi zi ζi
xj zj ζj
xk zk ζk

) = 0

∑
<i,j,k>

(det

 xi yi ξi
xj yj ξj
xk yk ξk

− det

 zi yi ζi
zj yj ζj
zk yk ζk

) = 0

∑
<i,j,k>

(det

 yi zi ηi
yj zj ηj
yk zk ηk

− det

 xi zi ξi
xj zj ξj
xk zk ξk

) = 0.

Оказывается, требование выполнения этих новых условий для б.м. изгибаний аффино пребра-
зованных многогранников уже не приводит к появлению других новых условий, т.е. появляется
какой-то неисследованный еще аналог венка Дарбу с обрывом или замыканием цепочки таких
конструкций.
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Определение 1. Кривая θ : I → E в метрическом пространстве E с расстоянием d, где I ⊂ R
— (возможно неограниченный) интервал, называется самосжимающейся, если для любых трех
моментов времени {ti} ⊂ I, где t1 ≤ t2 ≤ t3, выполняется d(θ(t3), θ(t2)) ≤ d(θ(t3), θ(t1)).

Пример 2. Кривая, проходящая по трем последовательным сторонам квадрата [0, 1]2 (по часо-
вой стрелки, от начала координат к (0, 1), затем к (1, 1) и, наконец, к (1, 0)) является самосжима-
ющаяся относительно максимальной (т.е. `∞2 ) нормы в R2, но не самосжимающаяся относительно
евклидовой нормы.

Изначально, в работах [3] и [4], такие кривые возникают как кривые градиентного спуска для
выпуклых функций и для функций с выпуклыми линиями уровня (иногда также называемых
квази-выпуклыми) в пространстве Евклида.

В работе [1] был поставлен вопрос, обязательно ли самосжимающиеся кривые, лежащие в
компакте, имеют конечную длину. К этому моменту разные авторы получили частичный поло-
жительный ответ на этот вопрос:

Теорема 3. • для евклидовой нормы в R2, 2010 год (см [3]);
• для евклидовой нормы в Rn, 2015 год (в [2]);
• для евклидовой нормы и непрерывных кривых, 2015 год ([4]);
• для произвольной выпуклой C2-гладкой нормы в R2, 2016 год (см [1]).

В нашей работе удалось положительно ответить на данный вопрос:

Теорема 4. Пусть E — конечномерное пространство, снабженное нормой ‖ ·‖, и пусть θ : I →
E, где I ⊂ R является (возможно неограниченным) интервалом, является самосжимающейся
кривой, след которой лежит в ограниченном множестве D ⊂ E. Тогда l(θ) ≤ C diamD для
некоторого C > 0, зависящего только от ‖ · ‖ и от размерности пространства.
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Рассмотрим риманово пространство (Vn, gij , F
h
i ) с метрическим тензором gij и аффинорной

структурой F hi . Говорят, что F
h
i определяет f -структуру [2], если имеют место условия

F hαF
α
β F

β
i + F hi = 0, i, h, α, β, . . . = 1, 2, . . . , n,

Rg‖F hi ‖ = 2k (2k < n).

Будем считать f -структуру согласованной с метрикой в виде

Fij + Fji = 0, Fij = giαF
α
j

Обозначим
1

F hi = F hi ,
2

F hi = F hαF
α
i .

В дальнейшем полагаем аффинор ковариантно постоянным:

1

F hi,j = 0,

где <<,>> - знак ковариантной производной в Vn.
Пусть (Vn, gij , F

h
i ) и (V n, gij , F

h
i ) - римановы пространства с заданными на них аффинорными

структурами. 2F -планарное отображение (2FПО) [1] (Vn, gij , F
h
i ) на (V n, gij , F

h
i ) по необходимо-

сти сохраняет структуру, то есть в общей по отображению системе координат (xi)

F hi (x) = F
h
i (x),

и основные уравнения 2FПО имеют вид

Γ
h
ij(x) = Γhij(x) + ψ(iδ

h
j) + φ(i

1

F hj) + σ(i

2

F hj),

где Γhij ,Γ
h
ij - компоненты объектов связности Vn, V n ; ψi(x), φi(x), σi(x) - некоторые ковекторы,

а круглыми скобками обозначена операция симметрирования. 2FПО считается тривиальным при
ψi = φi = σi = 0.

Мы показали, что σi = 0 эквивалентно ψi = φi = 0, то есть в этом случае 2FПО тривиально,
так что нетривиальные 2FПО следует искать среди отображений (Vn, gij , F

h
i ) на (V n, gij , F

h
i ) с

вышеуказанными основными уравнениями , где имеет место один из вариантов:

I ψi = 0, φi 6= 0, σi 6= 0;

II ψi 6= 0, φi = 0, σi 6= 0;

III ψi 6= 0, φi 6= 0, σi 6= 0.

Будем называть 2F -планарное отображение каноническим I(II) типа и обозначать 2FПО(I)(2FПО(II))
в случае I(II) и просто 2FПО в случае III.
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Оказывается, что отображаемые пространства представляют собой произведение римановых
пространств,одно из которых келерово, причем на компонентах этого произведения исходное 2F -
планарное отображение в зависимости от типа индуцирует геодезическое, голоморфно-проективное
или аффинное отображение [3].
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